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Zmienne losowe i ich parametry

Niech (2, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, gdzie
o Q zbiér zdarzen elementarnych

e F zbiér zdarzen, gdzie typowy element oznacza (mierzalny)
zbiér zdarzen elementarnych;

@ P jest funkcja prawdopodobienstwa, ktéra kazdemu
zdarzeniu wyznacza prawdopodobienstwo, ktére jest liczba
miedzy 0, a 1. Ponadto, P() =0, P(Q) = 1, oraz

P(Al U AQ) = P(Al) + P(Ag), dla Wszystkich A1, A € F,

oile A; N Ay = 0.



Zmienne losowe i ich parametry

Przyktad 1

Rozwazmy rzut tradycyjna kostka do gry:

Q = {1,2,3,4,5,6}
F = rodzina wszystkich podzbioréw 2
P(A) = Z5

Przyktadowo,

@ prawdopodobieristwo, ze kostka pokaze liczbe nieparzysta
P({1,3,5}) =2 =1,
@ z kolei prawdopodobieristwo, Ze kostka pokaze liczbe podzielna

przez 3 wynosi P({3,6}) = % — %




Zmienne losowe i ich parametry

Masa réwniez ma wtasnosci prawdopodobienstwa.

Metalowa belka o diugosci "1" i masie "m"

N SEms o)
Punkt na belce,
jako odlegtosé od
lewego poczatku
to typowe
zdarzenie
elementarne



Zmienne losowe i ich parametry

Przyktad 2

WHtasnosci prawdopodobieristwa ma réwniez rozktad masy
metalowego preta o dtugosci 1 i masie m > 0. Zdarzeniem
elementarnym jest punkt na belce jako odlegtos¢ od lewego korica,
ma on mase 0, a zdarzenie to dowolny wycinek preta, lub zestaw
wycinkoéw. Przestrzen zdarzeri to Q = [0,1]. Masa preta wyraza sie
wzorem

P(A) = % /A sk

gdzie p jest funkcja gestosci masy, tzn. p(x) >0 dla x € [0,1] i
fo x)dx = m. Wtedy p(x)/m ma wtasnosci gestosci
prawdopodoblenstwa.




Zmienne losowe i ich parametry

Definicja 1
Zmienna losowa to borelowska funkcja, ktéra kazdemu zdarzeniu
wyznacza liczbe rzeczyswista. Matematycznie, X jest zmienna
losowa jesli
o X :Q— R - X przeksztatca przestrzer zdarzen w zbiér liczb
rzeczywistych,
@ dla dowolnego zbioru borelowskiego A C R,
X7YHA) = {w e Q: X(w) € A} € F - przeciwobraz zbioru
borelowskiego jest zdarzeniem.




Zmienne losowe i ich parametry

Definicja 2

Dla kazdej zmiennej losowej X, odwzorowanie

A — Borel — P(X71(A))

nazywamy rozktadem prawdopodobienstwa zmiennej losowej
X. W skrécie piszemy P(X € A)




Zmienne losowe i ich parametry

W praktyce spotykamy 2 typy rozktadéw prawdopodobienstwa:

o dyskretny: przestrzen zdarzen (Q jest skonczona lub

przeliczalna ( tzn. Q = {w1,w2,...,wp} lub
Q = {wi,ws,...,}), a rozktad jest wyrazony wzorem
P(X € A)=> P(X
acA

o ciagty: przestrzen zdarzen to prosta rzeczywista R, a rozktad
wyraza sie wzorem:

P(X € A) = / f(x)dx
A

gdzie f nazywamy gesto$cia prawdopodobienstwa; kazda
gestosé spetnia warunki:

Q f(x )>Od|aX€R

o /7. =1



Zmienne losowe i ich parametry

Zmienna losowa wyznacza nowa przestrzen probabilistyczna na
prostej R:

o X(w) zdarzenie elementarne;
o {X € A} mozliwe zdarzenie;

e P(X € A) funkcja prawdopodobieristwa (na R, wczesniej byto
na Q).




Zmienne losowe i ich parametry

Wartoscia oczekiwana zmiennej losowej nazywamy wielkos¢

EX — /Q X(w)P(dw).

Definicja 4

Wariancja X zmiennej losowej nazywamy wielkos¢

Var(X) = E(X — E(X))? = EX? — (EX)?.

Liczbe ox := \/Var(X) nazywamy odchyleniem standardowym.




Zmienne losowe i ich parametry

W praktyce:
e Jesli X ma rozktad dyskretny taki, ze p; = P(X = wj),

i=1,2...,n(i=1,2,...)
EX = X(wi)pi

@ Jesli X ma rozktad ciagty o gestosci f to

EX = / " xF(x)dx.

—00



Zmienne losowe i ich parametry

Definicja 5

Para zmiennych losowych (X, Y) nazywamy wektorem losowym.

Definicja 6

Odwzorowanie
A C R?(zbior borelowski) — P((X,Y) € A)

nazywamy rozktadem wektora losowego.




Zmienne losowe i ich parametry

Definicja 7

Kowariancja wectora (X, Y') nazywamy
Cov(X,Y) := E(X — EX)(Y — EY),
a wspotczynnikiem korelacji nazywamy

Cov(X,Y)
Var(X)Var(Y)

Corr(X, Y) = pX)y =

Wspdtczynnik korelacji zawsze spetnia px y € [—1, 1], natomiast
lox v| = 1 wtedy i tylko wtedy gdy istnieja liczby o, 1 € R, takie
zeY = Bg+ 1X or X = By + 1Y z prawdopodobienstwem 1.




Niech (X1, X2, ..., X,) bedzie préba (niezalezne o jednakowym

rozktadzie)
I _
EX ~ X := - ;—1 X: ($rednia z préby)
1¢ S o
Var(X) ~ S% := - tEI(Xt — X)? (wariancja z préby)

Niech ((X1, Y1), (X2, Y2), ..., (Xn, Yn)) bedzie wektorem
probkowym, wtedy
1 . .
Cov(X,Y)~Ax )y = - Z(Xt—X)(Yt— Y') (kowariancja z préby)
t=1
Xy

pPX)Yy =~ 5xSy
Czasami stosujemy powyzsze estymatory réwniez dla zaleznych
zmiennych losowych, ale nie jest to reguta.

(korelacja Pearsona).



Model liniowy

Rozwazmy nastepujacy model
Yi = Bo+ BiXenr + BoXeo + .o+ BiXek + €,

dlat=1,2,...,n, gdzie

® X¢1,Xt2,...,X¢ k - zaobserwowane zmienne objasniajace
(tzn. znamy ich wartosci)

@ Y; - zaobserwowane zmienne objasniane

@ ¢; - nieznana wartos¢ sktadnika losowego (nazywanego
czasami biatym szumem, lub szokiem)

® Bo,p1, ..., Bk - nieznane parametry.



Model liniowy

Przyktad 3

Rozwazmy model miesiecznej temperatury w danym kraju:

Y: = Bo + B1t + B> cos (%t) + By sin (%t) + €,

gdzie Y; srednia miesieczna temperatura w miesiacu t. Jest to
szczegdlny przypadek modelu liniowego, gdzie

Xe1 =t zmienna czasowa (indeks miesiaca)
Xtp = cos(%t) i
Y fale sezonowosci.
Xt73 = Ssin (61.') .

Innymi stowy, zmienne objasniajace to indeks miesiaca (X;,1) oraz
dwie fale sezonowosci (X; 2 oraz X 3).




Model liniowy

Przyktad 4

Rozwazmy przyktad z poprzedniego wyktadu:

In(Gt) = Bo + BiNe + B2Pr + B3K: + BalN? + BsP? + BsK?Z + e,

e t=1,2,...,100 indeks sektora;

@ P; - dawka nawozu fosforowego dla sektora t;
@ N; - dawka nawozu azotowego dla sektora t;
@ K; - dawka nawozu fosforowego dla sektora t;
@ G; - plony z nawozu t;

Jest to liniowy model ze zmiennymi objasniajacymi X;1 = Ny,
Xt72 = Pt, Xt73 = Ktr Xt74 = N?, Xt75 = P?, Xt,6 = Kt2' oraz
zmienng objasniana Y; = In(G;).




Model liniowy

Nastepujacy model
Yi = Bo + B1Xe1 + BoXep + .+ BiXe i + €,

mozna przeksztatci¢ jako uktad réwnan liniowych:

Yi = Bo+ X1+ BeXip+ .o+ BiXik +e
Yo = [o+B1Xo1+ FoXop 4 ...+ BrXok + €2

Yn = BO + Ban,l + /BQXn,Z +...+ Ban,k + €n

lub w formie macierzowe;.



Model liniowy - forma macierzowa

Y1 1 Xu X2 Xik Bo €1

Y2 B 1 Xo1 Xx Xok B1 €

Yn 1 an Xn2 Xnk IBk €n
\‘Y,_/ X \_\5,_/ ——



Cel

o Argumenty wejsciowe: dla kazdego t znamy wartosci
zmiennych objasniaacych X; 1, X¢2, ..., X¢ k oraz zmienne;j
objasnianej Y%;

e Parametry zakf6cajace: nie znamy wartosci €;, one nas
nawet nie interesuja, ale nie mozemy ich ignorowa¢, bo jednak
utrudniaja nam wyciaganie wnioskéw i podejmowanie decyzji;

@ Argumenty wyjéciowe: staramy sie znalez¢ fg, 51, ..., Bk za
pomoca metody najmniejszych kwadratéw: to znaczy
znalez¢ (g, B, ..., Bk € R dla ktérych ponizsza wartos¢

n

F(B) = Z (Ye — Bo— BiXe1 — BoXep — ... — 5kXt,k)2

t=1

jest najmniejsza.



Najprostszy jednowymiarowy model

Rozwazmy najprostszy model k = 1:
Yi = Bo+ B1 Xt + €.

Metoda najmniejszych kwadratéw sprowadza sie do kryterium:

n

F(8) =Y (Ye—Bo— prXe)?

t=1



Najprostszy jednowymiarowy model

@ Obliczamy pochodne czastkowe:

%v; = —22(\/15—50—51)@)
g = =23 (Ye— Bo— BiXe) Xe

1

~
I

@ Obliczajac hesjan, macierz drugich pochodnych zauwazamy, ze
jest dodatnio okres$lona, stad f jest funkcja wypukta
(omijamy szczegéty).



Najprostszy jednowymiarowy model

Stad jesli gradient funkcji f znika w 8 = (o, 81), wtedy f osiaga
minimum w S.

@ Rozwiazujemy:

(%»fo = —2§1(Yt—5o—51xr) =0
n
= 22 (Ye=fo— X)) Xe = 0
t=1
@ Zatem
Bon+ p1 Y Xt = Y Y
n t=1 N t?]'
Bo > Xt + p1 EXE = > XYt
t=1 t=1 t=1



Najprostszy jednowymiarowy model

Rozwiazujac powyzszy uktad réwnan liniowych otrzymamy

n

t n n n
~ Z e 2 Xe =2 XeYe 30 30 Xe
_ t=1 t=1 t=1 t=1t=1
BO = n n 2
n Y XE—( X Xe
t=1 t=1
n n n
N nEXth—ZXtZYt
_ t=1 t=1 t=1
51 - n n 2
n Z XtZ* (Z Xt
t=1 t=1

Zwykle oznaczamy 0 jako estimator parametru 6, aby powiaza¢ i
Jjednoczesnie rozrézni¢ estimator od parametru. W tym przypadku
Bo I B1 to nieznane parametry, a 3y oraz (31 to ich estimatory.




Najprostszy jednowymiarowy model

Mozemy uproscic¢ powyzsze wzory za pomoca estimatoréw 'yx Y,
S2, 52, X, oraz Y i orzymujemy réwnowazne wzory na estymatory

/80751- R
{61 = ;)2:
bo = Y—-HX

)




Przyktad -populacja wilkéw i zajecy

Ekonometria



Przyktad

Przyktad 5 (Wilki i zajace)

Pewien zoolog bada zwiazek miedzy populacja wilkéw i zajecy
poprzez obserwacje populacji zwierzat w 4 lasach. Wyniki sa
zraportowane w tabeli:

Las 1| Las2| Las 3| Las 4
Populacja zajecy | 140 | 130 | 150 | 120
Populacja wilkéw | 30 15 35 36

Znajdz najlepiej dopasowany model liniowy.




Rozwiazanie przyktadu - pierwszy sposob

Mamy

@ Y; - populacja zajecy, zmienna objasniana

@ X; - populacja wilk'ow, zmienna objasniajaca.
Metoda najmniejszych kwadratéw sprowadza sie do minimalizacji
wyrazenia

f(8) = (140 — Bo — 3081)? + (130 — By — 1561)?

+(150 — B — 3561)° + (120 — Bo — 3631)°.



Rozwiazanie przyktadu - pierwszy sposob

Przyréwnujemy pierwsze pochodne czastkowe do 0:

o _ —2(140 — o — 3081) — 2(130 — Bo — 1561)
9o
—2(150 — Bp — 35/31) — 2(120 — Bp — 36/31) =0
a—f = —60(140 — Bp — 3081) — 30(130 — Bo — 1551)
b

—70(150 — B — 3581) — 72(120 — By — 36531) = 0.



Rozwiazanie przyktadu - pierwszy sposob

Przeksztatcamy wyrazenie

o _ —2(140 — o — 3081) — 2(130 — Bo — 1561)
9o
—2(150 — Bp — 35/31) — 2(120 — Bp — 36/31) =0
a—f = —60(140 — Bp — 3081) — 30(130 — Bo — 1551)
b

—70(150 — B — 3581) — 72(120 — By — 36531) = 0.



Rozwiazanie przyktadu - pierwszy sposob

4539 4 11631 = 540
1165y + 364631 = 15720

Za pomoca standardowych wzoréw Cramér:
Bo =128.83, [, = 0.21.
Zatem najlepiej dopasowany model liniowy to

Yt == 021Xt + 128.83 + €t



Rozwiazanie przyktadu - pierwszy sposob

Z powodu licznych przeksztatcen algebraicznych, powyzszy sposéb
jest zmudny. Dla wygody lepiej zastosowaé gotowy wzér:

ho-
~ —X -
Bo = Y —=pBX



Rozwiazanie przyktadu - drugi sposéb

Mamy (X1, X2, X3, X3) = (30, 15, 35, 36) and
(Y1, Ya, Y3, Ya) = (140,130, 150, 120). Z definicji

-1 - 1
X = Z(3O+15+35+36) =29, Y= Z(l40+130+150+120) = 135.
Dalej,

((30 —29)% + (15 — 29)* + (35 — 29)* + (36 — 29)%) = 70.5,

-Mr—‘

Sk =

S2 = % ((140 — 135)?

+(130 — 135)? + (150 — 135)? + (120 — 135)?) = 125,



Rozwiazanie przyktadu - drugi sposéb

oraz

Ax.y = = ((30 — 29)(140 — 135) + (15 — 29)(130 — 135)

=

+(35 —29)(150 — 135) + (36 — 29)(120 — 135)) = 15.
Na koniec podstawiamy do gotowego wzoru:

e A% 15
= XY _ 2 021277~ 021
=752 =708

oraz _ _
Bo =Y — BoX = 135 — 0.21 % 29 = 128.83.

Obie metody sa algebraicznie réwnowazne. Stad wyniki otrzymane
za pomoca obu metod sa powinny by¢ podobne z doktadnoscia do
btedéw zaokraglen.




