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Model liniowy

Kontynuujemy prace nad modelem
Ye=P0o+ BiXea+ ...+ BeXek + e, t=1,2,...n

Model mozna zapisa¢ w formie macierzowe;

Y1 1 Xuu X2 ... Xk Bo €1

Y2 1 Xo1 Xoo ... X B1 €

: R S : S L

Yn 1 an Xn2 cee Xnk IBk €n
\‘Y,_/ X \_\5,_/ ——

lub réwnowaznie:

Y =X3+e.
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Zatozenia-powtorezenie

Mamy wiecej obserwacji niz parametréw tzn. k + 1 < n. Ponadto,
Z1 Macierz zmiennych objasniajacych X jest deterministyczna
(nielosowa), tzn. wartosci [X:1, Xe2, ..., Xek] T sa z gory
zadane i nie sa wynikiem zadnego losowania dla kazdego t;
Z2 Rzad macierzy X jast réwny k + 1, innymi stowy kolumny sa
liniowo niezalezne;
Z3 E(e) =0, tzn. Ee; = 0 dla kazdego t;
Z4 D?(¢e) = oI, tzn.
@ ¢; jest ciagiem nieskorelowanych zmiennych losowch ;
o kazda zmienna €; ma ta sama wariancje o2, (o jest nieznana);

75 Wszystkie €; maja rozktad normalny N(0,o?).
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Estymacja-powtorzenie

Na podstawie powyzszych danych

@ konstruujemy estymator nieznanego parametru § za pomoca
metody najmniejszych kwadratéw:

B=XTX)"IXTY ~ 3;
e Konstruujemy oszacowania (prognozy) obserwacji:

§/t = BO + let,l + ...+ BkXt,k ~ Y.
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Estymator B - wrasnosci

Oszacowanie wartosci oczekiwanej i macierzy kowariancji
estymatora :

o Nieobciazonos¢ (Twierdzenie Gaussa-Markova):

Eﬁ:l B1
N E
ep=| =" =s
E By Bk

o Macierz kowariancji D?(f3) := [Cov(ﬁ,-,ﬁj)],ﬁ:l’m’k:

D*(B) = o*(XTX)7H;
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Estymator S? parametru o

Estymatorem parametru o2 jest

Z(Yt — Bo—BiXer— ... — Bt,k)2;

t=1

1

2 _
S Cn—k-1

Réwnowazny wzér macierzowy:

macierz 1x1 czyli liczba.

1 — -
m(Y—Xﬁ) * (Y = XpB)

S§% =

macierz 1xn macierz nx1
Estymator S? jest nieobciazony tzn:

ES? = 52

Dynamic and Financial Econometrics



Prognozowanie

Prognozowanie

Zatem na podstawie obserwacji z okreséw k = 1,2, ..., n
znajdujemy estymator 3.
@ Dysponujemy juz oszacowaniami zmiennych objasniajacych w
przysztych okresach n+1,n+2,...n+ T

A~ ~ A

Xn1 = Xnr1, Xor2 ® Xpg2,..oy  Xog7 = Xy

@ Zbudujemy prognozy przysztych wartosci SA/,,H, §/n+2, v \A/n+7-
Wg Wzoru:

s\/n—i—’r = BO + /@1),\(1‘-{-7',1 T oo T Bk)?t-‘rT,ka T = 1727 000g) I

Dynamic and Financial Econometrics



Zrédta btedéw prognoz

Z prognozowaniem wiaza sie btedy wynikajace z nastepujacych
przyczyn:

o Btad estymacji: prawdziwa wartosé¢ parametru jest inna niz
estymator /3 £ 5,

@ Btad losowy: prognozujac zaniedbujemy wartos¢ sktadnika
losowego;

e Bfad struktury modelu: zatozenia [Z1-Z5] nie zawsze sa
spetnione;

o Btad specyfikacji: Niewtasciwy dobdr zmiennych
objasniajacych, lub niewtasciwy wzér analityczny;

e Bfad warunkéw endogenicznych: nieprawidtowe wartosci
zmiennych objasniajacych w okresie obserwacji, lub zmiana
warunkéw ksztattowania zmiennej objasniane;:

o Btad warunkéw egzogenicznych: nieprawdidtowe okreslenie
zmiennych objasniajacych w okresie prognozy;

o Btedy pomiaru: Zaobserwowane wartosci zmiennych
objasniajacej i objasnianej réwniez sa obarczone btedami.
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Prognozowanie

Niech
1 1
T, = _)A<n+771 oraz T, := ,XnJFT’l
)A<n+7',k Xn+r,k

Prognoze mozna wyrazi¢ w formie macierzowej:

n+T 60 + Ban—i-T 1+...+ /Ban+7' k = TT * B

Doktadna warto$¢ w przysztosci wyraza sie wzorem

Yotr = Bo+ 61Xn+7',1 + ...+ IBan+T,k + e = TI * B+ €ryr
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Oczekiwane btedy prognoz

Ocena stopnia doktadnosci ex-ante ma za zadanie

@ oszacowaé oczekiwany btad prognozy zmiennej objasnianej
zanim poznamy jej wartosci w przysztosci (w odréznieniu z
ocena ex-post);

@ wyjasnia wkfad btedu estymacji i btedu losowego w
ksztattowaniu btedu prognozy;
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Prognozowanie - oczekiwane btedy prognoz

Btad prognozy wyrazamy wzorem:
er = Yn+7— — \A/,H_T, dla 7= ].727 ceny T.

Na poczatek przyjmujemy, ze jedyne zrédta btedéw to:
o Bfad estymacji; 3 # f3;
e Btad losowy; €p4+ # 0;
o Bfad warunkéw egzogenicznych: T, # T,
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Prognozowanie - oczekiwane btedy prognoz

Ze wzoréw
Y, '?‘ 3 oraz YT:'T‘IB—I—E,,+T.
otrzymujemy
e = Y,— SA/T

TI/B'FEt—FT_;f‘IB
TIB=B)+ ("] =TDB+enr.
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Prognozowanie - oczekiwane btedy prognoz

W dalszej czesci ignorujemy btad warunkéw egzogenicznych i
przyjmujemy:
T, =T,

Mamy wiec:

e = TIx(B=P)+ ("] =T« B+enyr
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Prognozowanie - oczekiwane btedy prognoz

Obliczamy wartos¢ oczekiwana btedu prognoz:

E(e;) = E(TI * (8 — B) + €ntr)
— E(TTs(B-B)+  Elenr)
N—_——
=0 z zatozenia [Z5).
= E(T]x(6-0))

g

T, jest nielosowe.

= T7x E(8 - B)
N——
=0 (wektor) z Tw. Gaussa-Markova.
= TI+x0=0;
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Prognozowanie - oczekiwane btedy prognoz

Otrztmujemy zatem
E(e;) =0,

zatem
Var(e;) = E(er — E(e;))? = E(€?).
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Prognozowanie - oczekiwane btedy prognoz

Dalej mamy
E2) = (TI(5~B)+enr)
= E((PT«(B-02+21](B-B) + e, ).
= E(Y] % (8- B)?+26(Y] (B - )+ EE,,
~——

~~

T, jest nielosowy =02 z [Z4].
= E(T]+(B-0)2+2T]+ E(5 - 5) +o?
———

=0 z Tw. Gaussa-Markova.

Pozostaje obliczy¢ E(TT « (3 — f3))2.
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Prognozowanie-oczekiwane btedy prognoz

Zauwazmy:
(P« (B=B)° = TI«(B-B)«(T]«(B-8)"
%,_/
macierz 1x1
= «(B—B)=(B—B)T *T-

Mamy wiec:

E((P7+(8=8))) = E(V7+(B=B)=(B-B)"+Tr)
= TI+E((B=B)=(8-A)T)+ T,
= TI«E((B—EB)*(B—E(B)T)T-

=D(3) z Tw Gaussa Markova
= TI«D?(B)*T,.




Prognozowanie-oczekiwane btedy prognoz

Ze wczesniejszych wzordw
D*(B)=EB—-B)«(B—B)T) =a*(XT xX)™,
oraz ze wczesniejszego slajdu otrzymujemy

E(TT s (8=0))2) =TT « (XT « X)L« T,
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Prognozowanie-oczekiwane btedy prognoz

Otrzymujemy:
E(TT s (B8=05))2) =TT «(XT « X)L T,
Stad i ze wczesniejszych slajdéw

Ee2 = E((T]+(8-15))) +0
= 2TT« (XT«X) Ls T, + 02
= o2 (1 + 1T (XT X)L ’T‘T>
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Prognozowanie-oczekiwane btedy prognoz

Otrzymujemy

o Wartosé$ oczekiwana btedu prognoz :

e Wariancja btedu prognoz:
Var(e;) = o (1 + T (XT X)L 'T‘T> ;
@ Odchylenie standardowe btedu prognoz:

s; =/ Var(e;) = a\/l + T (XT*X)"LxT,.
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Prognozowanie-ocena ex-ante

Zauwazmy, ze

@ Odchylenie standardowe prognozy s, zalezy od nieznanego
parametru o:

s =/ Var(e;) = a\/l + T (XT X))~ 1% T,;

o Estymator parametru o2 jest S? wyrazony wzorem

1

2 _
s n—k-—1

n
A oA R 2
Z (Yt —Bo— B1Xer — . — 5kXt,k> ~ 02

t=1

@ Zatem naturalnym estymatorem s; jest S, wyrazony wzorem:

§T:5\/1+'Y‘I*(XT*X)—1*'T‘T.
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Prognozowanie-ocena ex-ante

Sredni wzgledny btad predykcji ex-ante

Sredni wzgledny btad predykcji ex-ante w okresie 7 definiujemy w
nastepujecy sposéb:

v, = T % 100%.

Yn+T
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Sredni wzgledny btad predykcji ex-ante-wtasnosci

Sredni wzgledny btad predykc;ji:

o Whyraza sie wzorem:

vT:Ai: AS \/1+TI*(XT*X)—1*TT;
Yn+7 Yn+T

@ Okresla w procentach jakich btedéw mozna sie spodziewaé w
okresie prognozy 7 w stosunku do wielkosci samej prognozy;
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Prognoza przedziatowa

Twierdzenie

Przy zatozeniach [Z1-Z5], dla kazdego 7 = 1,2, ..., n, zmienna
losowa:

UT — Yn+7- ,\_ Yn—l—r
S

ma rozktad t-Studenta z n — k — 1 stopniami swobody (7,_x_1).

v
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Prognoza przedziatowa

Poniewaz U, ma rozktad T,_x_1,

e mozemy okresli¢ kwantyl t, tego rozktadu rzedu 1 — /2
spetniajacy
P(|Ur| < ty) =1—«;

@ Innymi stowy:
P( g/n—&—fr - tagT < Yn-‘r’r < S\/n—‘rT + tagT) =l-«

o Wiedy okreslany (1 — «) * 100% przedziat ufnosci dla btedu
jako: A A
[Yn+7' - ta§T7 Yn+7' + tagT];

e Istnieje (1 — «)100% szans, ze przyszta warto$¢ Y4, znajdzie
sie w w.w. przedziale (VERTE).
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Prognoza przedziatowa

Przedziat ufnosci dla przysztej wartosci

Dla przysztej wartosci Y4, okreslamy 100(1 — «)% przedziat
ufnosci jako
[Yn+T - tag‘ra Yn+‘r + tagr]-

o’

Uwaga

Jesli zbyt duzo przesztych wartosci znajdzie sie poza przedziatem
ufnosci, mozemy przypuszczaé, ze model nie zostat prawidtowo
okreslony, lub zmienity sie warunki ksztattowania zmiennych
losowych.
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Przyktad - Temperatura w Tokio 1875-2010
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Przyktad - Temperatura w Tokio 1875-2010

@ Okreslilismy model postaci:
Y; = 13.7287 + 0.000178514 * t + ¢,

dla t =1,2,...,125 (indeksujac lata;

@ Model zostat pozytywnie zweryfikowany, ale prognozy znacznie
odbiegty od przysztych wartosci.

@ Pozostaje pytanie, czy te prognozy mieszcza sie w granicach
btedu statystycznego: konstruujemy warosci ex-ante, a pozniej
przedziaty ufnosci:
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Przyktad - Temperatura w Tokio 1875-2010

Najpierw obliczamy

5 :5\/1+TTT*(XT*X)—1*TT
dlaT=1,2,...,20 (odpowiednie dla lat 2001-2020). Mamy
([ T] =1, 126?]

TT =11, 1277

irT = [1, (125 + 7)?]

T

T7 =1, 146?]
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Przyktad - Temperatura w Tokio 1875-2010

Na podstawie obliczen
§2 =10.199736653 oraz S = V/0.199736653 = 0,446919068.

Obliczamy poszczegélne wartosci miar ex-ante na lata 2001 — 2020
(r=1,2,...,20):
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Przyktad - Temperatura w Tokio 1875-2010- ocena ex-ante

Lata | Ocena ex-antew % | lata | Ocena ex-antew %
2001 2.7635 2011 2.7165
2002 2.7585 2012 2.7121
2003 2.7536 2013 2.7077
2004 2.7488 2014 2.7034
2005 2.7440 2015 2.6992
2006 2.7393 2016 2.6950
2007 2.7346 2017 2.6909
2008 2.7300 2018 2.6869
2009 2.7254 2019 2.6829
2010 2.7209 2020 2.6790

Mozna spodziwa¢ sie btedéw w granicach 2.67% do 2.76%.
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Przyktad - Temperatura w Tokio 1875-2010- przedziaty

ufnosci

@ Majac n = 145 danych i jedna zmienna objasniajaca szukamy
95% przedziatéw ufnosci odpowiadajacym o = 0.05.

e Kwantyl T1a5_2(7,_k_1) rzedu 1 — /2 wynosi t, = 1.9767;

@ Sprawdzimy, czy przyszte wartosci znalazty sie w przedziatach
ufnosci.
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Przyktad - Temperatura w Tokio 1875-2010- przedziaty

ufnosci na lata 2001-2010

Lata | Temp.roczna | DIn. wart. ufnoéci | Grn. wart. ufnosci
2001 | 16.49166667 15.658 17.468
2002 | 16.70833333 15.702 17.514
2003 | 16.00833333 15.747 17.560
2004 | 17.34166667 15.792 17.607
2005 | 16.21666667 15.837 17.654
2006 | 16.39166667 15.883 17.701
2007 | 16.96666667 15.929 17.749
2008 16.425 15.975 17.798
2009 | 16.69166667 16.022 17.846
2010 | 16.88333333 16.069 17.895
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Przyktad - Temperatura w Tokio 1875-2010- przedziaty

ufnosci na lata 2011-2020

Lata | Temp.roczna | DIn. wart. ufnosci | Grn.wart. ufnosci
2011 | 16.48333333 16.116 17.945
2012 16.3 16.164 17.995
2013 | 17.08333333 16.212 18.045
2014 | 16.58333333 16.260 18.096
2015 | 16.38333333 16.308 18.147
2016 | 16.44166667 16.357 18.198
2017 | 15.80833333 16.407 18.250
2018 | 16.79166667 16.456 18.302
2019 16.45 16.506 18.355
2020 | 16.53333333 16.556 18.408
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Przyktad - Temperatura w Tokio 1875-2010- przedziaty

ufnosci na lata 2011-2020

@ Z poprzedniego wyktadu widzielismy, ze wszystkie
prognozowane temperatury przekroczyty prawdziwe przyszte
wartosci;

o Z przedziatéw ufnosci wynika jednak, ze wiekszos¢
prawdziwych wartosci znalazty sie w przedziatach ufnosci;
@ Z drugiej jednak strony, trzy sposréd obserwacji, znalazty sie

ponizej dolnych granic ufnosci (lata 2017,2019 i 2020,
oznaczone na niebiesko).

@ Poniewaz 3 sposréd 20 obserwacji znalazty sie poza
przedziatem ufnosci, tylko 17,/20 * 100% = 85% obserwacji
zostato pokrytych przez przedziat, a wiekszosé obserwacji byta
blisko dolnej granicy;

@ Mozna uznaé, ze tych odstepstw nie wyjasni¢ btedem
statystycznym.
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