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Model regresji wielorakiej-przypomnienie

Rozwazamy model liniowy w formie macierzowej:

Y1 1 X X2 ... Xk Bo €1

Yo 1 Xor X .. Xy b1 €2

. = . . . . . + .

Yn 1 an Xn2 ce Xnk ﬁk €n
—_—— N —

Y X B8 ¢

Innymi stowy, model wyrazamy jako:

Y =X3+e.



Zatozenia

Mamy wiecej obserwacji niz parametréw, tzn. k+1 < n.

Ponadto,
Z1 Macierz X zmiennych objasniajacych jest deterministyczna
(nielosowa)), innymi stowy [Xe1, Xi2, ..., Xu] T nie sa losowe

dla wszystkich t;

Z2 Rzad macierzy X jest k + 1, innymi stowy kolumny sa liniowo
niezalezne;

Z3 E(e) =0, tzn. Ee; = 0 dla wszystkich t;

Z4 D?(e) = oI, tzn. ¢ jest ciagiem nieskorelowanych zmiennych
losowych o tych samej wariancji o2, (o jest nieznane);

Z5 Wszystkie zmienne ¢; maja rozktad normalny N(0, 0?).



Cel

Celem jest weryfikacja niektérych zatozen:

Z1 Zatozenie jest niemozliwe do weryfikacji za pomoca narzedzi
matematycznych (to inzynier musi by¢ pewien czy ono pasuje
do rzeczywistosci);

Z2 Weryfikacja zatozenia to proste ¢wiczenie z algebry;

Z3 Zaktadajac dodatkowo [Z4] i [Z5] mozemy uzy¢
standardowego testu t-Studenta.

Z4 Weryfikacja tego zatozenia prowadzi do sprawdzenia hipotez
pomocniczych:

e ¢; nie posiada autokorelacji test Durbina-Watsona;
o ¢ jest ciagiem homoskedastycznym, tzn. Var(e;) = o2 dla
wszystkich t;

Poznamy te testy;
Z5 Poznamy tu kilka testéw.



Macierz kowariancji i estymator

A

B=(XTX)"IXTY.

Estymator BA jest zmienna losowa ktérej macierz kowariancji wyraza
sie wzorem (p. poprzednie wyktady):

D(B) = a*(XTX) ™!

Nieobciazony estymator o2 jest wyrazony wzorem

52 = ﬁz (Yt — Bo — PrXer — PaXeo — . .. —katk)z-

Zatem naturalny estymator D?(3) to

D2(B) = 8*(XTX)

I\



Macierz kowariancji i estymator

Zauwazmy
° D2(BA) = [dj;] jest macierza k x k, gdzie pozycja (/,/) zawiera
d,'j = COV(B;,ﬂj);
e Wtedy pozycja (i, i) zawiera

dii = Cov(Bi, B;) = Var(B:) = E(B; — ;).

e Estymator D?(8) := [cA/,J] jest macierza, gdzie cAl,J WYnosi
F2(XTX)~ L
e Stad



Test Studenta

Testujemy istotno$¢ zmienne;j:
Ho:8i=0 VS Hi:6;#0
oddzielnie dla i = 0,1,2,..., k. Statystyka testowa ma postac:
Bi

A~

di

T =

Jesli hipoteza Hy jest prawdziwa, wtedy T; ma rozktad t-Studenta
z n — k — 1 stopniami swobody (7 (n — k — 1)).

Ekonometria



Interpretacja testu Studenta

Za pomoca testu t-Studenta testujemy 3; = 0 oddzielnie
i=0,1,2,.... k:
@ Przyktadowo, przyjmujemy hipotezy 1 = 0 oraz 5, =0, a
odrzucamy pozostate 5y =0, 83 =0,...,8, =0:
e znaczenie zmiennej X; 1 w modelu jest niewielkie pod

warunkiem, ze zostawimy w modelu X;» i vice versa;
o jesteSmy uprawnieni do usuniecia X¢ 1 lub X; > ale nie obu;

@ Innymi stowy nie mozemy usuwacé wszystkich zmiennych
nieistotnych na raz.



Interpretacja testu Studenta

Ogolniej, jesli przyjmiemy wszystkie hipotezy: 5o =0, 1 =0, ...,
B = 0, jesteSmy uprawnieni:
@ usunac¢ stata z modelu pod warunkiem zatrzymania w modelu
Xt717 Xt72, ceny Xt,k;
@ usunac X:1 z modelu pod warunkiem zatrzymania w modelu
X2, Xt.3, ..., X oraz statg;
@ lub usuna¢ dowolna inna X;; z modelu pod warunkiem
zatrzymania w modelu X 1, X; 2, ..., Xj_1, Xit1, X¢ « oraz stata;
Nie mozemy usuwa¢ wszystkich nieistotnych zmiennych na
raz .



Istotnos¢ kazdej pojedynczej zmiennej, a istotnos¢ catej

grupy zmiennych (test Studenta) -ilustracja

Ttum i rowerzysta:

@ Rowerzysta jest istotny:
fotografia bez rowerzysta
bytaby inna niz z nim;

e Kazda pojedyncza
osoba z ttumu jest
nieistotna: gdybysmy
usuneli jedna dowolna
osobe z ttum, fotografia
nadal przedstawiataby
ten sam ttum w miescie;

e Ale caty ttum jest
istotny: fotografia bez ttumu przypominataby wymarte
miasto.



Test Walda

@ Rozwazmy originaly model
Yi = Bo+ B1Xen + BoXep + .o+ BiXe ke + €t

@ Dla pewnego ustalonego m takiego, ze 1 < m < k, rozwazmy
mozliwos¢ usuniecia wszystkich zmiennych
Xe,ms Xt,m41y - - - » X¢ k Na raz:

Ho: Bmi1=Bmi2=...=Bk=0 VS Hi:3n11<j<kfj # 0.



Test Walda

@ Przyjecie hipotezy Hy upowaznia nas do przyjecia modelu
obcietego:

Yi = Bo + B1Xe1 + BoXep + .o+ B Xeym + €1

@ W przypadku odrzucenia hipotezy Hy pozostajemy przy
oryginalnym modelu:

Yi = Bo+PiXe1+ BoXeo+ .o+ BmXem +
cze$¢ bazowa

+ Bmr1Xe,mi1 + Bmy2Xe,mi2 + .o+ BuXe k +er.

TV
cze$€ rozszerzona




Test Walda - konstrukcja

Woprowadzamy nastepujacy algorytm:
@ Za pomoca znanej nam metody najmniejszych kwadratéw
wyznaczamy g, B1, ..., Bk z modelu oryginalnego

Yi = Bo+ B1Xe1 + BoXep + .o+ BiXek + €,
oraz reszty:
Ye=Y:— Bo— BiXe1 — BaXea — ... — BuXek;

@ Podobnie znajdujemy estymator Bo,ﬁl, ..,ﬁm parametru
Bo, 51, - - ., Bm w modelu obcietym (ﬁb oraz BJ
(j=0,1,...,m) moga sie rézni¢ choc jesli Hg jest prawdziwa,
przybliz'aja te same wartosci)

Yi = Bo+ B1Xe1 + BoXep + ...+ BmXe,m + €1,
oraz reszty:
VP =Ye— B8 — BYXer — BEXep — ... — BEXem.



Test Walda - konstrukcja

Jesli hipoteza Hy jest prawdziwa
o Y, oraz \A/tb nie réznia sie zbyt wiele;

@ Poniewaz,
k
e= V2=9TY
j=1
oraz
m . AT A
b:=) (V) =Yb vb
j=1

e oraz b réznia sie niewiele;



Test Walda - konstrukcja

@ Statystyka testu Walda jest proporcjonalna do ré.znicy b —e w
stosunku do e i wyraza cie wzorem:

b—e

x* _  k—m

F* = e -
n—(k+1)

o Jesli hipoteza Hy jest prawdziwa, F ma rozktad F-Snedecora
(lub Fishera-Snedecora) z k — m oraz n — (k + 1) stopniami
swobody, ktéry oznaczamy jako F(k — m,n — (k + 1));



Test Walda - konstrukcja

e Odrzucamy hipoteze Hy na poziomie istotnosci k (domyslnie
x = 0.05) wg nastepujacych réwnowaznych procedur:
o jesli F* przekroczy poziom krytyczny
f*(1 -k, k—m,n—(k+1)), gdzie f*(-,k —m,n— (k+1))
oznacza kwantyl rozktadu F-Snedecora - F(k — m,n— (k+1));
o lub réwnowaznie

pP— value =1 — CDF}-(k,mm,(kJrl))(F*) < K,

jak zwykle CDFr(x—m n—(k+1)) 0znacza dystrybuante rozktadu
Flk—m,n—(k+1)).



Przyktad - ceny mieszkan w Polsce




Przyktad

Przyktad 1 (Ceny mieszkan w polskich miastach)

Ceny mieszkan w wybranych miastach podsumowuje tabela na
nastepnej stronie. Za pomoca danych, dopasowujemy nastepujacy
model:

Pt = Bo + B1Ft + B2Dt + 5353 + €,

gdzie
@ P, - cena mieszkania na m?® w miescie t;

@ F; - populacja miasta t;

@ D; - gestos¢ zaludnienia w miescie t;

o S; - powierzchnia wojewédztwa w km? w sktad ktérego
wchodzi miasto t.

Odpowiemy na pytanie, czy cena mieszkania w miescie na jednostke
powierzchnii jest zalezna od liczby jego mieszkancow, jego gestosci
zaludnienia i powierzchnii catego regionu.




Przyktad - dane

[ Wojewdédztwo [ Wybrane miasto [ Py [ F¢ [ D¢ [ S¢ ]
Podlaskie Biatystok 3933 295 459 2893 20187
Kuj.-Pomorskie Bydgoszcz 3692 357 652 2032 17972
Pomorskie Gdansk 5552 461 489 1762 18310
Pomorskie Gdynia 5037 247 820 1834 18310
Slaskie Katowice 3636 301 834 1833 12333
Swietokrzyskie Kielce 3617 198 857 1814 11711
Matopolskie Krakéw 5820 761 873 2331 15183
Lubelskie Lublin 4571 341 722 2317 25122
tédzkie tédz 3284 706 004 2408 18219
Warm.-Mazurskie Olsztyn 4181 173 831 1968 24173
Opolskie Opole 3910 119 574 1238 9412
Wielkopolskie Poznan 5157 545 680 2083 29826
Podkarpackie Rzeszéw 4514 185 123 1591 17846
Zachodniopomorskie Szczecin 4065 407 180 1355 22892
Mazowieckie Warszawa 7300 1 735 442 3355 35558
Dolnoslaskie Wroctaw 5332 634 487 2167 19947
Lubuskie Zielona Géra 3267 138 512 498 13988




The solution

Za pomoca obliczen w Gretlu mamy nastepujace obliczenia:

A

Zmienna B,- d;; T; p-value
stata 3141.71 766.089 4,101 | 0.0013
F: 0.00176187 | 0.000743498 | 2.370 | 0.0340

Dy -0.0556650 0.420512 -0.1324 | 0.8967

St 0.0359841 0.0384350 0.9362 | 0.3662

Ekonometria




Rozwiazania - C.D.

Zatem mamy nastepujacy model:
P; ~ 3141.71+0.00176187* F; —0.0556650% D; +0.0359841 % S; +€;.

Za pomoca testu t-Studenta sprawdzamy istotnos¢ pojedynczych
zmiennych 5o, 81, B> oraz 33 za pomoca wynikéw z poprzednigj
tabelki przy poziomie istotnosci x = 0.05:

Hipoteza | p-value decyzja czy jest istotna?
Ho : Bo =0 | 0.0013 | odrzuci¢ Hy tak
Ho : 81 =0 | 0.0340 | odrzuci¢ Hy tak
Ho: B2 =0 | 0.8967 | przyja¢ Hy nie
Ho:B3=0| 0.3662 | przyja¢ Hy nie




Rozwiazanie - C.D.

@ Przyjecie hipotez Hy : 3, = 0, oraz Hy : B3 = O nie oznacza,
Ze przyjmujemy hipoteze

Ho:B2=p83=0 VS Hi:B2#0orfps#0.

o Zeby zweryfikowa¢ powyzsza hipoteze musimy uzy¢ testu
Walda.




Rozwiazanie - CD

@ Zatem za pomoca testéw Studenta, D; i S; ss nieistotne jako
oddzielne zmienne;

@ Za pomoca testu Walda sprawdzimy, czy obie zmienne sa
tacznie nieistotne.

e Tu k=4, m=2, ajesli hipoteza Hy jest prawdziwa,
statystyka F* ma rozktad F(2,13);
o Obliczanie w Gretlu daja wyniki:

F* =0.44411 oraz p — value = 0.650772 > 0.05

e Zatem przyjmujemy hipoteze
Ho:B3=p4=0

i tym samym jesteSmy upowaznieni do usuniecia z modelu
obu zmiennych D; i S; na raz.



Rozwiazanie - CD

Po usunieciu obu zmiennych D; i S; obliczamy
P: ~ 3580.80 + 0.00210107 * F; + €.

Rozwazamy zatem model obciety i szacujemy w nim Sg, 1. Testy
t-Studenta istotnosci na poziomie x = 0.05:

Hipoteza p-value decyzja czy istotny?
Ho : Bo =0 | 1.1610~%9 | odrzuci¢ Hy tak
Ho:81=0 0.0004 odrzuci¢ Hy tak

Obie zmienne sa istotne. Model jest ostateczny.




