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Model regresji wielorakiej-powtérzenie

Nadal rozwazamy uktad réwnan:

Y1 1 X X2 ... Xk Bo €1

Yo 1 Xor X .. Xy b1 €2

Sl=1. T . N

Yn 1 an Xn2 ce Xnk ﬁk €n
—— —_—— N —

Y X B8 ¢

Réwnowaznie w formie macierzowej:

Y =X3+e.



Zatozenia (slajd 13, wyktad 22.03.2021

Zaktadamy, ze dysponujemy wieksza liczba obserwacji niz

parametréw k + 1 < n. Ponadto,

Z1 Macierz X macierzy objasniajacych jest deterministyczna
(nielosowa), tzn. podane liczby [Xi1, Xi2, ..., Xu] T sa
nielosowe t;

Z2 Rzad macierzy X jest k + 1, innymi stowy wektory kolumnowe
sa liniowo niezalezne;

Z3 E(e) =0, tzn. Ee; = 0 dla wszystkich t;

Z4 D?(e) = 02l, tzn. € jest ciagiem nieskorelowanych zmiennych
losowych o tej samej wariancji 02, (o jest nieznana);

Z5 Wszystkie €; maja rozktad normalny N(0, 02) (dodatkowo z
Z4 sa niezalezne).



Estymator 3 moze byé wyrazony w formie macierzowe;j

~

f=(XTX)"IXTy,

Estymator 3 jest zmienna losowa o macierzy kowariangji (slajd 24,
wyktad 22.03.2021):

D*(B) = o?(XTX) ™
Nieobciazony estymator o2 jest zdefiniowany jako
. 1L s A a NAY
o = n—k—l; (Yt —Bo— b1 X — BaXep — ... — ﬁkth) .

Zatem naturalny estymator D2(BA) to

A

D2(B) = 62(XTX) !



Macierz kowariancji i jej estymacja

Zauwazmy:
o D?(f) = [d;] jest macierza rozmiaru k x k ktérego komorka
(i,j) zawiera
d,'j = COV(B,',,BJ');
e Wtedy komdrka na przekatnej (7, /) zawiera
dii = Cov(Bi, B;) = Var(B:) = E(B; — Bi)>.
o Estymator macierzy kowariancji wyrazamy jako

D?(B) = [dy],

dij jest (i, j) komérka macierzy 62(XTX)%;
e Stad "
d,',' ~ d,',' = E(Bi - Bi)z'



Kowariancja i jej estymator

Konstruujemy miernik btedu wzglednego estymatora 3; jako:

Bi_ﬂi.

di

Ti(Bi) =

Liczy r6znice miedzy estymatorem f3;, a prawdziwa wartoscia
B;i w stosunku do bfedu standardowego estymatora ;. Dla
Bi = 0 oznaczmy po prostu T;

Ekonometria



Istotnos¢ zmiennych obajs$niajacych

Definition 1 (Istotno$¢ zmiennych obajsniajacych)

Méowimy, zZe zmienne objasniajace (X¢i)7_; w modelu
Y=X[3+e¢

Jest istotna jesli B; # 0. Jesli 5; = 0 wtedy méwimy, ze zmienna
Xe,i nie jest istotna lub nieistotna.




Istotnos¢ zmiennych obajsniajacych (test Studenta)

Test Studenta
Testujemy hipoteze (X¢,i): (i =1,2,..., k) jest nieistotna
przeciwko hipotezie, ze jest istotna. Formalnie:

Ho:ﬁ,':O VS Hl:B,-;éO.
Statystyka testowa jest (slajd 6)
Bi

A

di

T, =

Jesli hipoteza Hy jest prawdziwa, T; ma rozktad t-Studenta z
n — k — 1 stopniami swobody (7 (n — k — 1)). Domyslny
poziom istotnosci x = 0.05.

Ekonometria



Test Studenta - obszar odrzucenia

Testujemy hipoteze Hyp o poziomie istotnosci « € (0,1).

o Pierwszy sposob. Jesli ponizsza nieréwnos¢ jest spetniona,
K .
|Ti| > q (1 — 5= k— 1) - poziom krytyczny,

gdzie g(-,n — k — 1) jest kwantylem dystrybuanty rozktadu
t-Studenta T (n— k — 1), wtedy odrzucamy Hp na rzecz
hipotezy alternatywnej H;. W przeciwnym razie
przyjmujemy hipoteze Hy (wtasciwie to stwierdzamy tylko brak
podstaw do odrzucenia hipotezy Hp).
e Drugi sposéb. Obliczamy p-value (lub p-wartos¢):
p-value = 2(1 — CDF,—k—1(| Ti[)),

gdzie CDF(-,n — k — 1) jest dystrybuanta t-Studenta
T(n—k—1), oraz

o jesli p-value > k wtedy odrzucamy hipoteze Hy na rzecz

hipotezy alternatywnej H;.
e w przeciwnym razie odrzucamy Hp.



Test Studenta

Drugi sposéb jest bardziej praktyczny niz ten pierwszy:

@ p-value jest najmniejszym poziomem istotnosci prowadzacym
do odrzucenia Hy:

o Na przyktad, jesli p-value jest 0.08 wtedy odrzucamy hipoteze
Hy dla kazdego poziomu istotnosci wigkszego niz 0.08, a
przyjmujemy hipoteze dla nizszego poziomu niz 0.08;

o Mozna powiedzie¢, ze liczac p-value mozemy powiedzieé, ze
testujemy hipoteze Hy na wszystkich poziomach jednoczesnie
(mamy wskazowke postepowania w zaleznosci od naszej
tolerancji na btad | rodzaju);

@ Pierwszy sposéb wymaga obliczenia poziomu krytycznego w
zaleznosci od przyjetego istotnosci (tolerancji na btad |
rodzaju):

e Przyktadowo, testujac na poziomie k = 0.05 znajdujemy
poziom krytyczny. Gdy chcemy zmieni' k = 0.1 musimy
obliczy¢ nowy poziom krytyczny.




Remark 2

Akceptacja hipotez 1 =0, ..., oraz B, = 0 w tym samym czasie
nie jest tozsama z akceptacja hipotezy

Ho:Bi=po=...=0k=0 VS Fim12. Bk #0.

Podobnie sytuacja jest w przypadku dowolnego zbioru zmiennych.

o Oddzielna akceptacja hipotez 31 = 0, ..., oraz B = 0 oznacza,
ze kazda ze zmiennych jest nieistotna w modelu i mozemy
usuna¢ z modelu jedna z nich, bo byé moze jej role moga
przeja¢ pozostate zmienne;

o Akceptacja tacznej hipotezy Hy : f1 = Bo=... =B =0
oznacza, ze caty zestaw zmiennych nie odgrywa Zadnej roli w
modelu i mozemy od razu usunac wszystkie zmienne.




Akceptacja hipotez kolejnych hipotez 31 = 0, 3, = 0, ... motywuje
nas do stopniowego usuwania zmiennych z modelu. Przyktadowo na

poczatek usuwamy zmienna z najwieksza p-value i obliczamy nowy
model bez tej zmiennej.




Przyktad -ceny mieszkan w Polsce




Przyktad

Example 1 (Ceny mieszkan w miastach Polski)
Ceny mieszkan w miastach wojewddzkich w Polsce sa opisane w
nastepnej tabelce. Za pomoca danych dopasowujemy nastepujacy
model:
Py = Bo + B1Ft + B2D¢ + B353 + €,

gdzie

o P;-Srednia cena na m* wyrazona w PLN w miescie t;

@ F;-liczba mieszkaricéw w miescie t;

@ D; - gestos¢ zaludnienia w miescie t;

@ S; - srednia powierzchnia mieszkania w miescie t.

Odpowiemy na pytanie czy cena mieszkania w polskim miescie
zalezy od liczby mieszkancow, gestosci zaludnienia lub sredniej
powierzchni mieszkari w miescie.




Przyktad i dane

Miasto P: Fe D¢ St
Biatystok 3933 295 459 2893 102,13
Bydgoszcz 3692 357 652 2032 175,98

Gdansk 5552 461 489 1762 1762

Gdynia 5037 247 820 1834 1834
Katowice 3636 301 834 1833 1833

Kielce 3617 198 857 1814 1814

Krakéw 5820 761 873 2331 2331

Lublin 4571 341 722 2317 2317

tédz 3284 706 004 2408 2408

Olsztyn 4181 173 831 1968 1968

Opole 3910 119 574 1238 1238

Poznan 5157 545 680 2083 2083

Rzeszéw 4514 185 123 1591 116,36
Szczecin 4065 407 180 1355 300,55
Warszawa 7300 1 735 442 3355 517,24
Wroctaw 5332 634 487 2167 292,82
Zielona Géra 3267 138 512 498 278,32




Za pomoca obliczen w programie Gretl mamy podane rozwiazania:

Rozwiazanie

Zmienna B; cA/,-- T; p-value
constant 3473.48 690.486 5.030 | 0.0002
F: 0.00207999 | 0.000705706 | 2.947 | 0.0113
D; 0.0209891 0.427145 0.04914 | 0.9616
S; 0.0599937 0.215717 0.2781 | 0.7853

Ekonometria




Rozwiazanie c.d.

Mamy wiec przyblizony model:
P: ~ 3473.484-0.00207999 F++0.0209891 % D; +0.0599937 % S + €.

Testujemy istotnos¢ wspétczynnikéw So, 51, 52 and B3 (i
odpowiednich zmiennych) za pomoca wynikéw z poprzedniej tabelki
przy poziomie istotnosci k = 0.05:

Hipoteza | p-value decyzja czy istotna
Ho : Bo =0 | 0.0002 | odrzuci¢ Hy tak
Ho : 81 =0 | 0.0113 | odrzuci¢ Hy tak
Ho:B>=0| 0.9616 | przyja¢ Hy nie
Ho: B3 =0 | 0.7853 | przyja¢ Hy nie




Rozwiazanie - C.D.

Akceptacja hipotez Hy : 5o = 0 oraz Hy : B3 = 0 nie jest identyczna
z akceptacja hipotezy

H02ﬂ2:,33:0 Vs H1352750/ub53750.




Rozwiazanie - C.D.

Innymi stowy

o realizacja 3> jest tak mata, ze mozemy rozwazyé nowy model
bez D;:
Pt = Bo + B1Ft + B25t + €t;

o realizacja 35 jest tak mata, ze mozemy rozwazyé nowy model
bez St,
Pt = Bo + B1Ft + 2Dt + €

@ p-value dla > (dla hipotezy Hp : B> = 0) jest 0.9616, wicksza
niz 0.7853 - p-value dla 83, stad usuwamy Dy;

@ Obliczamy nowy model

P: = Bo + B1Ft + B2S¢ + €.



Dalsze obliczenia w Gretlu:

Rozwiazanie - c.d.

A

Zmienna B; d;; T; p-value
constant 3501.22 383.041 0.141 | 2.81%10~'
F: 0.00210458 | 0.000479542 | 4.389 0.0006
S 0.0620457 0.203957 0.3042 0.7654

Ekonometria




Rozwiazanie - c.d.

Zatem model jest w przyblizeniu:
P; ~ 3501.22 4+ 0.00210458 « F; + 0.0620457 * S; + ;.

Testujemy istotnos¢ (g, 51 and [ wg. wynikéw z poprzedniej
tabelki przy poziomie istotnosci x = 0.05:

Hipoteza p-value decyzja czy istotny
Ho:Bo=0]281%10"" | odrzuci¢ Hg tak
Ho:81=0 0.0006 odrzuci¢ Hy tak
Ho:B2=0 0.7654 przyja¢ Ho nie

Jedynie wspotczynnik (3, jest nieistotny. Rozwazamy wiec kolejny
model
Pt = Bo + B1Ft + €.



Rozwiazanie - c.d.

Kolejne obliczenia w Gretlu daja wynik:

A

Zmienna B,- d;; T; p-value
constant | 3580.80 271.226 13.20 | 1.16 % 1079
Fy 0.00210107 | 0.000464675 | 4.522 0.0004

Oba wspétczynniki sa istotne, model koncowy

P: = 3580.80 + 0.00210107 * F; + €.

Cena mieszkania jest zdeterminowana przez wielko¢¢ populacji.
Stwierdzamy brak zale:noéi ceny z gestoscia populacji miasta i
sredniej powierzchnii zajmowanych powierzchnii mieszkaniowych.



