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Rozkład normalny

Szczególny przypadek N (0, 1) rozkładu normalnego nazywamy
standardowym rozkładem normalym.

Gȩstość rozkładu normalnego

ϕ(x) =
1√
2π

e−
1
2 x2

for x ∈ R;

Rozkład jest symetryczny, tzn.
jeśli X ∼ N (0, 1) to −X ∼ N (0, 1)
równoważnie gȩstość jest funkcja̧ nieparzysta̧, tzn.
ϕ(−x) = ϕ(x) dla x ∈ R;

Dystrybuanta rozkłada normalnego

Φ(x) =

∫ x

−∞
ϕ(s)ds

jest stablicowana dla x ≥ 0, a za pomoca̧ symetrii N (0, 1), dla
x < 0 wyznaczamy Φ(x) za pomoca̧ wzoru

Φ(x) = 1− Φ(−x).
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Rozkład normalny

Własności N (µ, σ2):
Jeśli X ∼ N (0, 1) wtedy µ+ σX ∼ N (µ, σ2);
Odwrotnie, jeśli X ∼ N (µ, σ2) wtedy X−µ

σ ∼ N (0, 1);
Jeśli X ∼ N (µ, σ2) to EX = µ oraz Var(X ) = σ2;
Gȩstość N (µ, σ2) wyraża siȩ wzorem

ϕµ,σ2(x) =
1
σ
ϕ

(
x − µ
σ

)
=

1√
2πσ

e−
1

2σ2 (x−µ)2 .
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Momenty

Definitions
Niech X bȩdzie zmienna̧ losowa̧ taka̧, że EX = µ oraz
Var(X ) = σ2.

pty moment zmiennej X wyraża siȩ jako EX p;
pty moment centralny X wyraża siȩ jako mp = E (X − µ)p;
pth moment standaryzowany X wyraża siȩ jako
κp = E

(
X−µ
σ

)p
;

3-ci moment standaryzowany nazywamy skośnościa̧;
4-ty moment standaryzowany nazywamy kurtoza̧.
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Skośność i kurtoza

Jeśli X jest zmienna̧ losowa̧ taka̧, że EX = µ oraz Var(X ) = σ2

wtedy zachodza̧ warunki:

Skośność:

κ3 = E
(
X − µ
σ

)3

=
E (X − µ)3

σ3 =
m3

(σ2)
3
2

=
m3

(m2)
3
2
.

Kurtoza:

κ4 = E
(
X − µ
σ

)4

=
E (X − µ)4

σ4

=
m4

(σ2)2 =
m4

(m2)2 .
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Skośność dla rozkładu normalnego

Jeśli X ∼ N (µ, σ2), to EX = µ, Var(X ) = σ2, oraz
U := X−µ

σ ∼ N (0, 1), zatem U ma rozkład symetryczny.
Zatem,

κ3 = E
(
X − µ
σ

)3

= EU3 =

∫ ∞
−∞

s3 1√
2π

e−
1
2 s2

︸ ︷︷ ︸
funkcja nieparzysta

ds = 0;

Wnioskujemy, że skośność każdego rozkładu normalego
wynosi 0.
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Kurtoza dla rozkładu normalego

Jeśli X ∼ N (µ, σ2), to EX = µ i Var(X ) = σ2. Wtedy,
U := X−µ

σ ∼ N (0, 1), zatem U ma rozkład symmetryczny.
Sta̧d,

κ4 = E
(
X − µ
σ

)4

= EU4 =

∫ ∞
−∞

s4 1√
2π

e−
1
2 s2

ds

=

∫ ∞
−∞

s3
(
− 1√

2π
e−

1
2 s2
)′

ds

= − s3
√
2π

e−
s2
2

∣∣∣∣∞
−∞

+ 3
∫ ∞
−∞

s2 1√
2π

e−
1
2 s2

ds︸ ︷︷ ︸
całkujemy przez czȩści.

= 3
∫ ∞
−∞

s2 1√
2π

e−
1
2 s2

ds = 3Var(U) = 3.

Mamy wiȩc, κ4 = 3 czyli kurtoza każdego rozkładu
normalnego wynosi 3.
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Skośność i kurtoza dla rozkładu normalego

Skośność i kurtoza
Własności skośności (κ3) i kurtozy (κ4):

Skośność miara symmetrii rozkładu wokół średniej;

gdy κ3 = 0 osia̧ symetrii dla wykresu gȩstości jest prosta
pionowa x = µ (w układzie kartezjańskim (x , y));
Skośność dla rozkładu normalego to 0;

Kurtoza to miara rozproszenia rozkładu normalnego:
Wysoka wartość κ4 oznacza, że gȩstość ma ciȩżki ogon w ∞ i
−∞ (wartości dalekie od 0 sa̧ prawdopodobne);
Kurtoza dla każdego rozkładu normalnego jest jednakowa
i wynosi 3;

Zatem, wszystkie rozkłady normalne sa̧ symetryczne wokół
średniej i jednakowo rozproszone.
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Kurtoza - ilustracja

Przykładowo rozważmy rozkład wykładniczy E(λ) (λ > 0) o
gȩstości

fλ(x) =

{
λe−λx for x ≥ 0

0 for x < 0

Skośność wynosi κ3 = 2, a kurtoza κ4 = 9;
Gȩstość rozkładu normalnego da̧ży do nieskończoności szybciej
niż rozkład wykładniczy.
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Kurtoza - ilustracja
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Model regresji wielorakiej-powtórka

Nadal rozważamy model:


Y1
Y2
...
Yn


︸ ︷︷ ︸

Y

=


1 X11 X12 . . . X1k
1 X21 X22 . . . X2k
...

...
...

. . .
...

1 Xn1 Xn2 . . . Xnk


︸ ︷︷ ︸

X


β0
β1
...
βk


︸ ︷︷ ︸

β

+


ε1
ε2
...
εn


︸ ︷︷ ︸

ε

,

równoważnie w formie macierzowej:

Y = Xβ + ε.
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Założenia - powtórzenie

Przede wszystkim mamy wiȩcej obserwacji niż parametrów, czyli
k + 1 ≤ n. Ponadto,
Z1 Macierz X zmiennych objaśniaja̧cych jest deterministyczna

(nielosowa), tzn. macierz zmiennych objaśniaja̧cych
[Xt1,Xt2, . . . ,Xtk ]T jest nielosowa dla t;

Z2 Rza̧d macierzy X jest k + 1, zatem kolumny sa̧ liniowo
niezależne;

Z3 E (ε) = 0, czyli Eεt = 0 dla t;
Z4 D2(ε) = σ2I, tzn. εt jest cia̧giem nieskorelowanych zmiennych

losowych o wariancji σ2, (σ jest nieznane);
Z5 Wszystkie εt maja̧ rozkład normalny N(0, σ2).

Econometrics



Weryfikacja założenia [Z5]

Zamierzamy przetestować, czy założenie [Z5] o normalności εt jest
spełnione ponieważ:

Estymator β̂ otrzymany metoda̧ najmniejszych kwadratów ma
rozkład normalny, a ta własność jest potrzebna do konstrukcji
wielu innych testów:
Testy istotności

pojedynczej zmiennej βj : statystyka testowa ma rozkład
t-Studenta;
grupy zmiennych z wektora β: statystyka testowa ma
rozkład F-Snedecora;

Za pomoca̧ własności rozkładu normalego konstrujemy test
weryfikuja̧cy hipotezȩ normalności reszt.
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Test normalności

Konstruujemy testy:
Test Jarque-Bera - łatwy w interpretacji, ale słaba moc

czȩsto przyjmuje hipotezȩ gdy jest ona fałszywa;

Test Shapiro-Wilka - trudny w interpretacji (ominiemy ten
temat), ale wysoka moc

rzadziej niż inne znane testy przyjmuje hipotezȩ gdy ona jest
fałszywa;
jest odporna na wysta̧pienie autokorelacji reszt.

W tym celu obliczamy reszty modelu:

ε̂ = Y − Xβ̂, where β̂ =
(
XTX

)−1
XTY.
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Test Jarque Bera - konstrukcja i idea

Testujemy hipotezȩ:

H0 : εt ma rozkład normalny VS H1 : H0 jest fałszywa.

Ponieważ wiemy, że dla każdego rozkładu normalnego
zachodzi κ3 = 0, κ4 = 3 formułujemy hipotezȩ pomocnicza̧:

H0 : κ3 = 0, oraz κ4 = 3 VS H1 : κ3 6= 0, lub κ4 6= 3;
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Test Jarque Bera - konstrukcja i idea

Z konstrukcji wynika, że
n∑

t=1

ε̂t = 0,

zatem mamy nastȩpuja̧ce estymatory:
Estymator parametru σ2, czyli wariancji εt to

σ̂2 =
1
n

n∑
t=1

ε̂2t ;

Estymator parametru m3 = E (εt − E (εt))3 = Eε3t to

m̂3 =
1
n

n∑
t=1

ε̂3t ;

Estymator parametru m4 = E (εt − E (εt))4 = Eε4t to

m̂4 =
1
n

n∑
t=1

ε̂4t ;
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Test Jarque Bera - konstrukcja i idea

Z definicji skośności κ3 = m3
σ3 , definiujemy nastȩpuja̧cy

estymator skośności

κ̂3 =
m̂3

σ̂3 =

1
n

n∑
t=1

ε3t(
1
n

n∑
t=1

ε̂2t

)3/2 ;

Z definicji kurtozy κ4 = m4
σ4 , definiujemy nastȩpuja̧cy

estymator kurtozy

κ̂4 =
m̂4

σ̂4 =

1
n

n∑
t=1

ε4t(
1
n

n∑
t=1

ε̂2t

)2 ;

Econometrics



Test Jarque Bera - konstrukcja i idea

Statystyka testowa Jarque-Bera ma postać:

JB = n
(
1
6
κ̂2

3 +
1
24

(κ̂4 − 3)2
)

;

Jeśli H0 jest prawdziwa i εt ma jakikolwiek rozkład normalny,
to JB ma rozkład χ2(2) (chi -kwadrat z 2 stopniami swobody);
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Test Jarque Bera - konstrukcja i idea

Odrzucamy hipotezȩ H0 na rzecz H1 na poziomie istotności α
(domyślnie α = 0.05)

JB przekroczy poziom krytyczny, kwantyl χ2(2) na poziomie
1− α:

JB > Qχ2(2)(1− α);

lub równoważnie pvalue nie przekroczy poziomu istotności, tzn.

pvalue = 1− CDFχ2(2)(JB) ≤ α,

gdzie CDFχ2(2) to dystrybuanta rozkładu χ2(2).
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Test Jarque Bera - zalety i wady

Zalety:

Łatwa implementacja: łatwo obliczyć JB ;
Łatwo dostrzegalna idea: przesłanki do odrzucenia hipotezy
sa̧ jasne:

rozkład jest zbyt skośny
rozkład jest zbyt mocno rozproszony, czyli gȩstość ma zbyt
ciȩżki ogon w ∞ lub −∞;

dobrze znany rozkład statystyki JB: dokładniej χ2(2)

Wady:

słaba moc testu: czȩsto przyjmuje fałszywa̧ hipotezȩ;
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Test Shapiro-Wilka - konstrukcja

Testujemy hipotezȩ:

H0 : εt ma rozkład normalny VS H1 : H0 jest fałszywa.

Przy obliczonych resztach ε̂ konstruujemy statystykȩ testu
Shapiro-Wilka:

Porza̧dkujemy wartości {ε̂1, ε̂2, . . . , ε̂n} od najmniejszej do
najwiȩkszej:
Niech ε̂t:n bȩdzie t- najmniejsza wartość ε̂ nazywamy t−
statystyka̧ porza̧dkowa̧:

Przykładowo, jeśli ε̂ = [−3, 8,−1, 5]T , wtedy ε̂1:4 = −3,
ε̂2:4 = −1, ε̂3:4 = 5, ε̂4:4 = 8;
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Test Shapiro-Wilka - konstrukcja

Statystyka testowa:
Niech (U1,U2, . . . ,Un) bȩdzie próba̧ ze standardowego
rozkładu normalnego N (0, 1), i niech
UO = (U1:n,U2:n, . . . ,Un:n) bȩdzie wektorem statystyk
porza̧dkowych. Definiujemy V jako macierz kowariancji UO

tzn. V = [Cov(Ui :n,Uj :n)], oraz mi = EUi ,n;
Definiujemy

[a1, a2, . . . , an ]T =
mT V−1

√
mT V−1V−1m

,

Statystyka testowa wyraża siȩ wzorem:

SW =

( n∑
t=1

at ε̂t:n

)2

n∑
t=1

(ε̂t − ¯̂ε)2
=

( n∑
t=1

at ε̂t:n

)2

n∑
t=1

(ε̂t )2
.

jeśli hipoteza H0 jest prawdziwa, czyli εt ma jakikolwiek
rozkład normalny, wtedy rozkład SW (niezależny od
parametrów rozkładu) jest stablicowany.

szczegóły można znaleźć: Hanusz, Z. and Tarasińska, J. (2012), slajd 5;
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Test Shapiro-Wilka - zalety i wady

Zalety:
Duża moc testu: jest doświadczalnie udowodnione, że przy
hipotezie H1, ma wyższa̧ moc niż wiele innych testów,
przykładowo:

Test Andersona-Darling;
Test Kolmogorova-Smirnova;
Test Lillieforsa.

odporność na wysta̧pienie autokorelacji:
test pozostaje użyteczny nawet wtedy gdy wysta̧pi
autokorelacja reszt εt .

Wady:
Brak jasnego wzoru: do obliczenia SW potrzeba
specyficznych tablic, które sa̧ użyteczne tylko do tego
problemu;
Niewidoczna idea: idea SW nie jest widoczna na pierwszy
rzut oka;
Stablcowany rozkład SW : rozkład jest stablicowany, sta̧d
implementacja wartości krytycznych i p-value wymaga
specyficznych tablic (używanych tylko w tym problemie).
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Wstȩp do przykładu (udział OZE, a energochłonność)

Definicja (na marginesie)

Kilogram oleju ekwiwalentnego (kgoe) - stosowana w bilansach
miȩdzynarodowych jednostka miary energii. Oznacza ilość energii,
jaka może zostać wyprodukowana ze spalenia jednego metrycznego
kilograma ropy naftowej. Jedna tona oleju ekwiwalentnego równa
jest 41.868 GJ (giga dżuli) lub 11.63 MWh (megawatogodzina).

Definicja (na marginesie)

Energochłonność pierwotna Stosunek zużycia energii pierwotnej
do produktu krajowego brutto (PKB).
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Przykład - energochłonność, a odnawialne źródła energii
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Przykład

Procentowy udział OZE, a energochłonność
Za pomoca̧ danych z Głównego Urzȩdu Statystycznego przebadamy
zwia̧zek miȩdzy energochłonnościa̧ pierwotna̧ PKB wyrażona̧ w
kgoe na 1000 euro, a udziałem OZE w miksie energetycznym.
Dane przedstawia tabelka.

Znajdź współczynnik korelacji Pearsona;
Oszacuj model liniowy;
Za pomoca̧ testu Jarque-Bera i Shapiro-Wilka zweryfikuj
hipotezȩ o normalności reszt;
Czy można zastosować testy istotności Studenta?
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Przykład CD
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Przykład CD

Poszukujemy model postaci:

Yt = β0 + β1Xt + εt ,

gdzie
Xt -energochłonność w roku t = 1, 2, ..., 19 (pocza̧wszy od
roku 2000 a skończywszy na 2018) w kgoe/1000 euro;
Yt - udział OZE w % rozliczeniu energii elektrycznej;
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Przykład CD

Jako przymiarkȩ można policzyć współczynnik korelacji Pearsona o
wzorze ogólnym:

Corr(X ,Y ) =

n∑
t=1

(Xt − X̄ )(Yt − Ȳ )√
n∑

t=1
(Xt − X̄ )2

n∑
t=1

(Yt − Ȳ )2

.

W naszym przypadku wynosi on −0, 953359349 co wskazuje na
silna̧ ujemna̧, korelacjȩ miȩdzy energochłonnościa̧, a udziałem OZE.
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Przykład CD
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Przykład CD

Metoda̧ najmniejszych kwadratów znajdujemy model postaci:

Yt ≈ 32.4816− 0.0679086Xt + εt ,

Obliczamy reszty ze wzorów:

ε̂t = Yt − 32.4816− 0.0679086Xt .
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Przykład CD

W celu zweryfikowania hipotezy o normalności reszt na poziomie
0.05, wykorzystam testy Jarque-Bera i Shapiro-Wilka:

Test p-value decyzja
Jarque-Bera 0.584651 przyjmujemy hipotezȩ
Shapiro-Wilka 0.328546 przyjmujemy hipotezȩ

Oba testy przyjmuja̧ hipotezȩ o normalności reszt. Można wiȩc
zastosować standardowy test Studenta do weryfikacji istotności:

β̂i
√
dii Ti p-value decyzja

β0 32.4816 1.99561 16.28 8,42
1012 < 0.05 istotny

β1 -0.0679086 0.00521456 −13.02 2,85
1010 < 0.05 istotny
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Przykład

Zatem przyjmujemy model

Udział OZE ≈ 32.4816− 0.0679086 ∗ Energochłonność
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