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Rozktad normalny

Szczegélny przypadek N (0, 1) rozktadu normalnego nazywamy
standardowym rozktadem normalym.
@ Gestos¢ rozktadu normalnego

1 1.2
X) = ——e 2 forx € R;
o(x) W
o Rozktad jest symetryczny, tzn.
o jesli X ~N(0,1) to —X ~ N(0,1)
e réwnowaznie gestos¢ jest funkcja nieparzysta, tzn.
o(—x) = ¢(x) dla x € R;
@ Dystrybuanta rozktada normalnego
X
o) = [ els)ds
— 0o
jest stablicowana dla x > 0, a za pomoca symetrii N'(0,1), dla
x < 0 wyznaczamy ®(x) za pomoca wzoru

d(x) =1—Pd(—x).



Rozktad normalny

Whasnosci N (u, 02):
o Jesli X ~ N(0,1) wtedy p+ o X ~ N (p, 0?);
o Odwrotnie, jesli X ~ N (u,0%) wtedy =4 ~ N(0,1);
o Jesli X ~ N(u,02) to EX = p oraz Var(X) = o?;
o Gestos¢ N(u,0?) wyraza sie wzorem

1 X — [ 1 1 2
wﬂ,az(X)=0w< - )z e 22 ),




Momenty

Niech X bedzie zmienna losowa taka, ze EX = y oraz
Var(X) = o2.
@ pty moment zmiennej X wyraza sie jako EXP;

@ pty moment centralny X wyraza sie jako mp, = E(X — p)P;
@ pth moment standaryzowany X wyraza sie jako
= [E (X—u)p.
Kp = =)

@ 3-ci moment standaryzowany nazywamy skosnoscig;

@ 4-ty moment standaryzowany nazywamy kurtoza.




Skosnosé i kurtoza

Jesli X jest zmienna losowa taka, ze EX = u oraz Var(X) = o?

wtedy zachodza warunki:

@ Skos$nosé:
E(X—M>3E(X—M)3 ms __ms
K3 = = 3 = El 3"
g g (62)2  (m2)2
o Kurtoza:

R4 =




Skosnos¢ dla rozktadu normalnego

Jesli X ~ N(i1,02), to EX = p, Var(X) = o2, oraz

o U:= % ~ N(0,1), zatem U ma rozktad symetryczny.
Zatem,

X—u\? o0 1
k3 =E < M) =EU3 = / St _e 35 ds= 0;
o o V2

funkcja nieparzysta

@ Whioskujemy, ze sko$noé¢ kazdego rozktadu normalego
wynosi 0.



Kurtoza dla rozktadu normalego

Jesli X ~ N(,02), to EX = p i Var(X) = 0. Wtedy,
o U:= % ~ N(0,1), zatem U ma rozktad symmetryczny.
Stad,

X —u\* © 1
Kg = E( 'u> = EU* = st e 2% ds

(2

o0 1 12)
3 —=5
= so | — e 2 ds
/—oo < V2 >
53 52 o o0 1 1.2
= — e 2 +3/ s?———e 25 ds
V27 oo oo V2T

ca’(kujemy przez czesci.

= / s —e —2% ds = 3Var(U) = 3.

e Mamy wiec, k4 = 3 czyli kurtoza kazdego rozktadu
normalnego wynosi 3.



Skosnosc i kurtoza dla rozktadu normalego

Whtasnosci skosnosci (k3) i kurtozy (ka):

@ Sko$noSE miara symmetrii rozktadu wokét sredniej;

e gdy k3 = 0 osia symetrii dla wykresu gestosci jest prosta
pionowa x = p (w uktadzie kartezjanskim (x,y));
o Skos$nosc¢ dla rozktadu normalego to 0;

e Kurtoza to miara rozproszenia rozktadu normalnego:
o Wysoka wartos¢ k4 oznacza, ze gesto$¢ ma ciezki ogon w oo i
—oo (wartosci dalekie od 0 sa prawdopodobne);
o Kurtoza dla kazdego rozktadu normalnego jest jednakowa
i wynosi 3;

Zatem, wszystkie rozktady normalne sa symetryczne wokét
Sredniej i jednakowo rozproszone.




Kurtoza - ilustracja

@ Przyktadowo rozwazmy rozktad wyktadniczy £(A) (A > 0) o
gestosci

—Ax
f,\(x):{ e for x>0

0 for x<0
@ Skosnos¢ wynosi k3 = 2, a kurtoza k4 = 9;

o Gestos¢ rozktadu normalnego dazy do nieskonczonosci szybciej
niz rozktad wyktadniczy.
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ilustracja

Evidently exponential distribution has heavier queue at - than any normal distribution

D Exponential distribution k =9

Normal distribution K,=3




Model regresji wielorakiej-powtérka

Nadal rozwazamy model:

Y1 1 X X2 ... Xk Bo €1
Yoo |1 Xa Xoo ... X b1 €2
Yn 1 an Xn2 cee Xnk Bk €n

—— ~ —_—— N —
Y X 3 p

réwnowaznie w formie macierzowe;j:

Y =X3+e.



Zatozenia - powtdrzenie

Przede wszystkim mamy wiecej obserwacji niz parametréw, czyli
k +1 < n. Ponadto,

Z1

Z2

Z3
Z4

Z5

Macierz X zmiennych objasniajacych jest deterministyczna
(nielosowa), tzn. macierz zmiennych objasniajacych
[Xe1, Xe2, - -, Xek] T jest nielosowa dla t;

Rzad macierzy X jest k + 1, zatem kolumny sa liniowo
niezalezne;

E(e) =0, czyli Ee; =0dla t;
D?(€) = o?l, tzn. ¢; jest ciagiem nieskorelowanych zmiennych
losowych o wariancji o2, (o jest nieznane);

Wszystkie €; maja rozktad normalny N(0,o2).



Weryfikacja zatozenia [Z5]

Zamierzamy przetestowa¢, czy zatozenie [Z5] o normalnosci €, jest
spetnione poniewaz:
o Estymator /3 otrzymany metoda najmniejszych kwadratéw ma
rozktad normalny, a ta wtasnos¢ jest potrzebna do konstrukgji
wielu innych testéw:

@ Testy istotnosci

o pojedynczej zmiennej 3;: statystyka testowa ma rozktad
t-Studenta;

o grupy zmiennych z wektora 3: statystyka testowa ma
rozktad F-Snedecora;

@ Za pomoca wtasnosci rozktadu normalego konstrujemy test
weryfikujacy hipoteze normalnosci reszt.



Test normalnosci

Konstruujemy testy:
o Test Jarque-Bera - fatwy w interpretacji, ale staba moc
e czesto przyjmuje hipoteze gdy jest ona fatszywa;
e Test Shapiro-Wilka - trudny w interpretacji (ominiemy ten
temat), ale wysoka moc

e rzadziej niz inne znane testy przyjmuje hipoteze gdy ona jest
fatszywa;
e jest odporna na wystapienie autokorelacji reszt.

o W tym celu obliczamy reszty modelu:

=Y —XB, where §= (xTx) XTy.



Test Jarque Bera - konstrukcja i idea

@ Testujemy hipoteze:
Ho : €; ma rozktad normalny VS Hj : Hy jest fatszywa.

@ Poniewaz wiemy, ze dla kazdego rozktadu normalnego
zachodzi k3 = 0, k4 = 3 formutujemy hipoteze pomocnicza:

Ho:k3=0, 0oraz kg =3 VS H;:k3#0, lub kg #3;



Test Jarque Bera - konstrukcja i idea

Z konstrukgji wynika, ze

n
E é\t - 0,
t=1

zatem mamy nastepujace estymatory:

o Estymator parametru o2, czyli wariancji €; to
n
N 1.
62 = - E ef;
n
t=1

o Estymator parametru mz = E(e; — E(e;))3 = Eé3 to

n

. IZA
m3 = — 6:;’;
n

t=1

o Estymator parametru my = E(e; — E(e;))* = Ee} to

n
1
mg = — g €‘t‘;
n
t=1



Test Jarque Bera - konstrukcja i idea

 Z definicji skosnoéci k3 = 73, definiujemy nastepujacy

estymator skosnosci

o Z definicji kurtozy x4 = 7%, definiujemy nastepujacy

estymator kurtozy



Test Jarque Bera - konstrukcja i idea

e Statystyka testowa Jarque-Bera ma postac:
1o, 1. 2
JB:n<6f<a3+24(/€4—3) );

@ Jesli Hy jest prawdziwa i €; ma jakikolwiek rozktad normalny,
to JB ma rozktad x2(2) (chi -kwadrat z 2 stopniami swobody);



Test Jarque Bera - konstrukcja i idea

Odrzucamy hipoteze Hy na rzecz H; na poziomie istotnosci o
(domysInie o = 0.05)

e JB przekroczy poziom krytyczny, kwantyl x?(2) na poziomie
1—a:
JB > sz(z)(l — a);

@ lub réwnowaznie p,,e nie przekroczy poziomu istotnosci, tzn.
Pvalue = 1-— CDsz(z)(JB) < «,

gdzie CDF, () to dystrybuanta rozktadu X2(2).



Test Jarque Bera - zalety i wady

Zalety:

e tatwa implementacja: tatwo obliczy¢ JB;

o tatwo dostrzegalna idea: przestanki do odrzucenia hipotezy
sa jasne:

o rozkfad jest zbyt skosny
e rozktad jest zbyt mocno rozproszony, czyli gestos¢ ma zbyt
ciezki ogon w oo lub —oc;

o dobrze znany rozktad statystyki JB: doktadniej x%(2)
Wady:

e staba moc testu: czesto przyjmuje fatszywa hipoteze;



Test Shapiro-Wilka - konstrukcja

Testujemy hipoteze:
Ho : €; ma rozktad normalny VS Hj : Hp jest fatszywa.

Przy obliczonych resztach € konstruujemy statystyke testu
Shapiro-Wilka:
e Porzadkujemy wartosci {€1, €2, ...,€,} od najmniejszej do
najwiekszej:
@ Niech &;., bedzie t- najmniejsza warto$¢ € nazywamy t—
statystyka porzadkowa:
o Przyktadowo, jesli € = [-3,8,—1,5]7, wtedy é1.4 = —3,
€24 =—1, €34 =5, €44 =8;



Test Shapiro-Wilka - konstrukcja

Statystyka testowa:
@ Niech (U1, Us, ..., U,) bedzie préba ze standardowego
rozktadu normalnego A/(0, 1), i niech
Uo = (U1:ny Uaip, . . ., Up:p) bedzie wektorem statystyk
porzadkowych. Definiujemy V jako macierz kowariancji U©
tzn. V = [Cov(U;.p, Uj.p)], oraz mj = EU; ;
@ Definiujemy

mTv—1

VmTV-1y—1Iny’

@ Statystyka testowa wyraza sie wzorem:
n 2 n 2
" (£ aeéen) i (£ aeéen) |
> (e — )2 > (&)?
t=1

t=1

o jesli hipoteza Hy jest prawdziwa, czyli ¢; ma jakikolwiek
rozktad normalny, wtedy rozktad SW (niezalezny od
parametréw rozktadu) jest stablicowany.

szczegbty mozna znalezé: Hanusz, Z. and Tarasiniska, J. (2012), slajd.5;


http://www.math.uni.wroc.pl/~wisla2012/prezentacje/hanusz.pdf

Test Shapiro-Wilka - zalety i wady

Zalety:

@ Duza moc testu: jest doswiadczalnie udowodnione, ze przy
hipotezie H;, ma wyzsza moc niz wiele innych testéw,
przyktadowo:

o Test Andersona-Darling;
o Test Kolmogorova-Smirnova;
o Test Lillieforsa.

@ odporno$é na wystapienie autokorelacji:

o test pozostaje uzyteczny nawet wtedy gdy wystapi
autokorelacja reszt ¢;.

Wady:

e Brak jasnego wzoru: do obliczenia SW potrzeba
specyficznych tablic, ktére sa uzyteczne tylko do tego
problemu;

o Niewidoczna idea: idea SW nie jest widoczna na pierwszy
rzut oka;

e Stablcowany rozkfad SW: rozktad jest stablicowany, stad

e e



Wstep do przyktadu (udziat OZE, a energochtonnos¢)

Definicja (na marginesie)

Kilogram oleju ekwiwalentnego (kgoe) - stosowana w bilansach
miedzynarodowych jednostka miary energii. Oznacza ilos¢ energii,
jaka moze zosta¢ wyprodukowana ze spalenia jednego metrycznego
kilograma ropy naftowej. Jedna tona oleju ekwiwalentnego réwna
jest 41.868 GJ (giga dzuli) lub 11.63 MWh (megawatogodzina).

Definicja (na marginesie)
Energochtonnos¢ pierwotna Stosunek zuzycia energii pierwotnej
do produktu krajowego brutto (PKB).




Przyktad - energochtonnos¢, a odnawialne zrédta energii




Przyktad

Procentowy udziat OZE, a energochtonnos¢

Za pomoca danych z Gtéwnego Urzedu Statystycznego przebadamy
zwiazek miedzy energochtonnoscia pierwotna PKB wyrazona w
kgoe na 1000 euro, a udziatem OZE w miksie energetycznym.
Dane przedstawia tabelka.

@ Znajdz wspétczynnik korelacji Pearsona;

@ Oszacuj model liniowy;

@ Za pomoca testu Jarque-Bera i Shapiro-Wilka zweryfikuj
hipoteze o normalnosci reszt;

(]

Czy mozna zastosowac testy istotnosci Studenta?




Udziat energii elektrycznej z OZE Energochlonnosc

w koncowvym rozliczeniu brutto (w pierwotna PKB
bh) (w lgoe/1000 euro)
20m 2 478
2002 2 462
2002 1.8 458
2004 2,207834071 434
2008 2875885088 423
2008 32,009405865 420
2007 5 3583
2008 4372225204 33
2008 ) 355
2010 8,843341452 366
21 8,162185352 3562
2012 10,67934145 334
2013 10,7 228
2014 1240374335 305
215 13,432270176 288
2018 13,36 202
2017 13.1 302
2018 15,03 102




Przyktad CD

Poszukujemy model postaci:
Ye = Bo + B Xt + €,

gdzie
@ X; -energochtonnos¢ w roku t = 1,2, ...,19 (poczawszy od
roku 2000 a skonczywszy na 2018) w kgoe/1000 euro;

@ Y; - udziat OZE w % rozliczeniu energii elektrycznej;



Przyktad CD

Jako przymiarke mozna policzy¢ wspétczynnik korelacji Pearsona o
wzorze ogdlnym:

(X~ X)(Ye— V)

Corr(X,Y) = =1 .

\/i(xt ~ XY (Ve V)
t=1

t=1

W naszym przypadku wynosi on —0, 953359349 co wskazuje na
silna ujemna, korelacje miedzy energochtonnoscia, a udziatem OZE.



Przyktad CD

Energochionnos &, a udziat OZE

18
14
12 4
10 -
. = + Ensrgochionncéd, = udzist OZE
8 +*
4 t. 5
= -4
0 : : : 3 ;

0 oo 20 00 400 0 =0




Przyktad CD

Metoda najmniejszych kwadratéw znajdujemy model postaci:
Y: &~ 32.4816 — 0.0679086 X; + €,
Obliczamy reszty ze wzoréw:

€t = Yy — 32.4816 — 0.0679086.X;.



Przyktad CD

W celu zweryfikowania hipotezy o normalnosci reszt na poziomie
0.05, wykorzystam testy Jarque-Bera i Shapiro-Wilka:

Test p-value decyzja
Jarque-Bera | 0.584651 | przyjmujemy hipoteze
Shapiro-Wilka | 0.328546 | przyjmujemy hipoteze

Oba testy przyjmuja hipoteze o normalnosci reszt. Mozna wiec
zastosowa¢ standardowy test Studenta do weryfikacji istotnosci:

Bi di; T; p-value decyzja
L v y2j
Bo| 324816 | 1.99561 | 16.28 | 532 < 0.05 | istotny
By | -0.0679086 | 0.00521456 | —13.02 | 255 < 0.05 | istotny




Przyktad

Zatem przyjmujemy model

Udziat OZE ~ 32.4816 — 0.0679086 * Energochtonnos¢




