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Model regresji wielokrotnej-powtérzenie

Kontynuujemy rozwazenia modelu liniowego z wieloma zmiennymi

objasniajacymi:
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—_—— N —
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Model zapiszemy w formie macierzowej:

Y =X3+e.



Zatozenia-powtorezenie

Mamy wiecej obserwacji niz parametréw tzn. k + 1 < n. Ponadto,
Z1 Macierz zmiennych objasniajacych X jest deterministyczna
(nielosowa), tzn. wartosci [X:1, Xe2, ..., Xek] T sa z gory
zadane i nie sa wynikiem zadnego losowania dla kazdego t;
Z2 Rzad macierzy X jast réwny k + 1, innymi stowy kolumny sa
liniowo niezalezne;
Z3 E(e) =0, tzn. Ee; = 0 dla kazdego t;
Z4 D?(¢e) = oI, tzn.
@ ¢; jest ciagiem nieskorelowanych zmiennych losowch ;

o kazda zmienna €; ma ta sama wariancje o2, (o jest nieznana);

75 Wszystkie €; maja rozktad normalny N(0,o?).



Konstrukcja prognoz

Przypusmy, ze mamy juz skonstruowany model i juz
zweryfikowaliSmy zatozenia [Z1-Z5] za pomoca poznanych testéw.
Estymator 8 ma postaé

B =(XTX)"IXTyY
i jest on ostateczny. Pomijajac wartosci €; otrzymamy prognoze

zmiennej objasnianej:
Y = Xp.



Konstrukcja prognoz

Doktadniej A
\A/l
=7
.\A/n
gdzie

Ve =Bo+ let,l +...+ kat,k-

jest prognoza Y:. Wartosé
€t = Yt — S\/t

nazywamy btedem przyblizenia.



Interpretacja

@ Statystyk prowadzi badania w okresach 1,2, ..., n i obserwuje
nastepuje dane (X¢1, Xt2,. -5 Xek, Ye)i—1:

@ Bazujac na tych danych statystyk buduje model pporzez
aproksymacje f3, i bazujac na obserwacjach konstruuje
prognozy \A’t wartosci Yy for t =1,2,....n;

o Gdy statystyk jest swiadomy przysztych wartosci zmiennych
objasniajacych (Xpir,1, Xntr2, .- Xntr k), @ nieSwiadomy
przysztych wartosci zmiennych objasnianych Y, dla
T=1,2,..., T wtedy statystyk moze wyznaczy¢ extrapolacje
prognozy, czyli obliczy¢ prognozy \A/,,JFT przysztych wartosci
Yo+r jako:

Yoir = Bo + BiXoprk + - -« + BiXoir k-



Podstawowe miary doktadnosci prognoz typu

nazwa

nazwa angielska
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Zrédta btedéw prognoz

Btedy prognoz maja nastepujace przyczyny:
@ obcigazonos¢ prognoz (an. biasness): zte okreslenie wartos¢
$redniej arytmetycznej prognozy;
@ brak elastycznosci (inelasticity): nieprawidtowe okreslenie
przedziatu zmiennosci prognozy:

@ Inne przyczyny jak np. niepetna korelacja miedzy wartoscia, a
prognoza, lub jej brak.



Zrédta btedéw prognoz-ilustracja obciazonosci

The forecast is biased
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Zrédta btedéw prognoz-ilustracja obciazonosci

Interpretacja wykresu:
@ Linia przerywana ilustruje srednia wartos¢ przysztych wartosci;
@ Czerwona linia ciagta oznaczajaca $rednia prognoz jest mocno
ponizej sredniej doktadnych wartosci;
o Witedy wartos¢ ME jest dodatnia, a i pozostate miary ex-post
sa dalekie od 0.



Zrédta btedéw prognoz-ilustracja braku elastycznosci

The forecasts are unbiased but inelastic
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Zrédta btedéw prognoz-ilustracja braku elastycznosci

Interpretacja wykresu:
@ Czerwona linia ciagta ilustruje nieobciazona prognoze;
@ Ale wahania dokfadnych wartosci sa bardziej chaotyczne niz
prognoza;
@ Wtedy ME jest blisko zera, ale pozostate miary zwréca
wartosci dalekie od zera.



Sktadniki podsumowujace zrédta btedéw

o Nieobciazonos¢: srednie arytmetyczne przysztych danych i

ich prognoz:
T _ 1 T
Z mir o V= =D Vair
=1 T =1
$rednia przysztych wartosci $rednia prognoz

@ Brak elastycznosci: btedy standardowe przysztych danych i

ich prognoz:
T . 1 . -
SE(Y Z Yoir = Y)2 . SE(V)i= | — S (Vapr — V)2
T=1 T=1
btad standardowy przysztych danych btad standardowy prognoz

@ Inne zrédta: korelacja miedzy danymi, a prognozami:




Parametryzacja zrédet btedow

e Obciazonosé jest podsumowana przez réznice miedzy Y i ¥

o Niezgodnos¢ miedzy Srednimi oznacza, ze prognozy oscyluja
miedzy niewtasciwymi wartosciami;

@ Brak elestycznosci podsumowuje réznica miedzy SE(Y) oraz
SE(Y);

o Niezgodnos¢ miedzy btedami oznacza zbyt duze lub zbyt mate
wahania prognoz wzgledem przysztych wartosci i to réwniez
powoduje btedy nawet jesli prognozy oscyluja wokét
prawidfowej wartosci;

@ Inne zrédta btedéw podsumowuje wartos¢ p.

e mata wartos$¢ p zwieksza ryzyko losowego btedu, nawet jesli
powyzsze zrédta zostaty wyeliminowane;



Rozktad wspotczynnika Theila

Twierdzenie

Indeks Theila moze by¢ roztozony na trzy sktadniki, z ktérych
kazdy podsumowuje inne zrédto btedéw:

=12+ + 1,
gdzie

o (se(v) - SE(?))2 ;2 _ 21— p)SE(V)SE(Y)
2 = >3 T .
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Rozktad wspotczynnika Theila

Zauwazmy:
o Wzér 12 podsumowuje nieobciazonos¢ (niewtasciwe
oszacowanie $redniej);

odlegtos¢ miedzy srednimi

. (v-¥)

1 2
T Yotr

}

M~

=1

o /2 podsumowuje brak elastycznosci modelu (niewtasciwe
oszacowanie btedu $redniokwadratowego);

odlegtos¢ miedzy btedami sredniokwadratowymi

(sE(v) - 55(»“/))2
FY VA




Rozktad wspotczynnika Theila

e /2 podsumowuje inne zrédta btedu koncentrujac sie na braku
korelacji miedzy prognozami, a doktadnymi wartosciami:

mate o jest nowym zrédtem btedu
—

2o (1-p) SE(Y)SE(Y)

T
1 2
T Z Yn+7—
=1




Rozktad wspotczynnika Theila

Podsumowanie
Wspétczynnik (indeks) Theila, /2 jest miara catkowitego btedu
prognozy. Rozktad /? wskazuje na rozktad sit poszczegélnych
zrédet btedu:
o /2 mierzy brak zgodnosci miedzy rednia przysztymi
wartosciami, a $rednia ich prognoz:
e dobry model powinien mie¢ ten problem pod kontrola;
o /2 mierzy brak zgodnosci miedzy wahaniami przysztych
wartosci i ich prognoz:
e dobry model powinien mie¢ ten problem pod kontrola;
o /2 mierzy wartosci innych zrédet btedu jak braki korelagji
miedzy przysztymi warto$ciami, a ich prognozami:
e poniewaz model jest losowy, to zrédfo jest poza nasza
kontrola, nawet dla najlepszych modeli.




Rozktad wspotczynnika Theila

Wyrazamy rozktad Theila w nastepujacy sposéb:
@ Proporcja btedu spowodowana przez nieobciazonosé¢ (réznica
miedzy $rednimi):
~ 12
2._ 1 .
/1 = /—2 * 100%.
@ Proporcja btedu spowodowana przez brak elastycznosci

(réznica wahan):
N 12
2= /% * 100%;

@ Proporcja btedu spowodowana przez inne przyczyny:

- /2
2= /% * 100%;



Rozktad wspotczynnika Theila

Rozktad wspétczynnika Theila dla modelu doskonatego

Model ktéry doskonale szacuje dane (doskonaty w skrécie)
powinien mie¢ petna kontrole nad nieobciazonoscia i brakiem
elastycznosci, ale nie moze mie¢ kontroli nad pozostatymi zrédtami
btedéw. Z tego powodu rozktad Theila dla modelu doskonatego to

=0, 12=0, 12=100%.

Bedziemy usatysfakcjonowani doktadnoscia prognoz jesi 732 jest
blisko 100%.




Roczna temperatura w Japonii na podstawie pomiaréw na
wyspie Hachio-jima (Japonska wyspa wulkaniczna)




Roczny rozktad temperatur na japonskiej wyspie

Hachio-jima w latach 1907-2020

Przyktad z poprzedniego wyktadu

Dysponujemy danymi dotyczacymi rocznej temperatury na wyspie
Hachio-jima, w latach 1907-2020. Za pomoca miar ex-post
zbadamy doktadnos$é prognozami przyszych wartosci. Dokfadniej:
@ Dzielimy dany na terazniejsze dane, ktére obejmuja lata
1907-2000, oraz przyszte dane ktére obejmuja temperatury w
latach 2001-2020;
o Na podstawie terazniejszych danych budujemy model i
prognozy;
@ Poréwnamy przyszte dane z ich prognozami, ktére
stworzylismy na bazie terazniejszych danych.




Roczny rozktad temperatur na japonskiej wyspie

Hachio-jima w latach 1907-2020

Na podstawie terazniejszych danych 1907-2000 znalezlismy model
w postaci:
Yt = BO +Blt+6t7

gdzie t oznacza indeks roku poczawszy od 1907, a konczywszy na
2000, a Y; oznacza roczna temperature w roku t. Stad
t=1,2,...,nzn=94.
@ Obliczamy estymator [y = 17.76023868, oraz
(1 = 0.006594147 i prognozy

Y, = 17.76023868 + 0.006594147 x t

dla indekséw lat 2001 — 2020 (t = 95, ..., 114);

@ Za pomoca miar ex-post poréwnamy prognozy z prawdziwymi
"przysztymi” temperaturami w latach 2001-2020 (bazujac na
wczesniejszych "terazniejszych” danych 1907-2000).



Roczny rozktad temperatur na japonskiej wyspie

Hachio-jima w latach 1907-2020

Prognozy i doktadne wartosci znajdziemy w ponizszej tabeli.

Year T, ¥
2001 18,21887 18,28688
2002 18,75823 18,20228
2002 18,40833 18,28887
2004 18,575 18,40847
2005 17.64167 18,41208
2008 18,03333 18,41865
2007 17.98167 18,42835
2008 17875 18,43284
2009 17725 18.43544
2010 18,33333 18,44803
2011 17.725 18.452682
2012 17,48887 18,45822
2012 17,85833 18,46581
2014 17575 18,47241
2015 18,08332 18,479
2018 18,81887 18,48559
2017 17725 18,48218
2018 18,70833 18.48878
2018 18,71887 18,50538
2020 18,80822 18,51197




Roczny rozktad temperatur na japonskiej wyspie

Hachio-jima z podziatem na "dane testujace” 1907-2000 i
"dane testowane” 2001-2020

+ The raw data before 2000
= The forecasts before 2000
The raw data after 2000
The forecasts after 2000
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Roczny rozktad temperatur na japonskiej wyspie

Hachio-jima

o Niebieska linia ciagta i zotte gwiazdki odzwierciedlaja jakos¢
prognoz;

o Widaé na pierwszy rzut oka, ze prognozy przeszacowaty
przysze wartosci;

@ Prognozy wahaja sie miedzy 18.40, 18.5 stopni Celsjusza,
podczas gdy prawdziwe wartosci wahaja sie miedzy 17.50, a
18.80°C, zatem rola w braku elastycznosci powinna by¢
znaczaca;

@ Model nie powinien by¢ w petni satysfakcjonujacy;

@ Rozktad Theila powinien wyjasni¢ jakos¢ modelu.



Roczny rozktad temperatur na japonskiej wyspie

1

- Y2, =320.15,
20 Z 94+

Hachio-jima
Mamy
Dalej mamy,
Y =18.14,
oraz
SE(Y) = 0.44,
Na koniec,

20

oraz 12 = 0.000884841.

T=1
= 5 (18.14 — 18.45)2
Y =18.45, stad I = " ~ 0.000296206,
329.15
= > (0.44 —0.04)2
SE(Y) =0.04, hence IZ = — " = 0.000496355.

329.15

2 2 2 2 —05
12=1% 12 — 12 =9,22799 x 107 °%.



Roczny rozktad temperatur na japonskiej wyspie

Hachio-jima

Rozktad /? jest zaprezentowany w tabeli

obciazonosé brak elastycznosci inne zrédta btedu Btad catkowity
12 A [H P =12+ 413
0.000296206 0.000496355 9.22799 % 10~ %% 0.000884841
[H 5 H e
33.476% 56.095% 10.429% 100%




Roczny rozktad temperatur na japonskiej wyspie

Hachio-jima

Z rozktadu /% wnioskujemy, ze

@ Obciazonos¢ jest odpowiedzialne za btad w 33.476%;
@ Brak elastycznosci jest odpowiedzialne za btad w 56.095%;
@ Inne zrédta sa odpowiedzialne za btad w 10.429%;

@ Model jest obciazony duzym ryzykiem btedu, wiec jest daleki
od doskonatego.



