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Model regresji wielorakiej - sformutowanie

Rozwazamy model

Yi = Bo + B1Xen + BoXep + .o+ BiXe i + €,

dlat=1,2,...,n, gdzie

® X:1,Xt2,..., X¢k - zaobserwowane wartosci zmiennych
objasniajacych

@ Y; - zaobserwowane wartosci zmiennych objasnianych
@ ¢; - nieznane wartosci sktadnika losowego

@ fBo,B1,-.., Bk - nieznane wartosci parametréw modelu.



Model liniowy

Model mozna wyrazi. jako

Yi = Bo + B1Xe1 + BoXep + .+ BiXe i + €,

lub w formie uktadu réwnan liniowych:

Yi = Bo+ X1+ BeXip+ .o+ BiXik +e
Yo = [o+B1Xo1+ FoXop 4 ...+ BrXok + €2

Yn = BO + Ban,l + /BQXn,Z +...+ Ban,k + €n

ktéry mozna wyrazi¢ w formie macierzowe;.



Model liniowy - forma macierzowa

Y1 1 Xuu X2 ... Xik Bo €1

Yo I Xo1 X2 ... Xok b1 €2

. = . . . . . . + .

Yn 1 an Xn2 ce Xnk /Bk €n
—— —_—— N —

Y X B ¢

Innymi stowy, model wyrazamy w formie:

Y =X3+e.



Estymator, reszty i prognozy

o Estymator parametru wektorowego S ma forme
f=(XTX)"IXTY.

e Sformutujemy definicje reszt i prognoz.



Estymator, reszty i prognozy

Definicja 1 (Prognozy i reszty)

Prognozami wartosci Y nazywamy wielkos¢

A

Y = XA.

Resztami modelu nazywamy

e:=Y — XB.

Prognozy Y mozna traktowa¢ Jjako estymator parametru Y. Reszty
€ mozna traktowac jako naturalny estymator sktadnika losowego e.

- Ekonometria



Uwagi o prognozach na przysztos¢

o Definicja Y wskazuje, ze Y; jest to prognoza obecnych i

znanych wartosci Y1, Y5, ..., Y, na podstawie znanych wartosci:
X171 X172 A X17k
X271 X272 . X2’k
Xn 1 Xn,2 v Xn k

5 )

o Aby opracowa¢ prognozy Yni1,..., Ynir przysztych wartosci
Yoil, .-, Ynir trzeba bytoby znaé przyszte wartosci wartosci
objasniajacych:

Xnt1,1 Xng12 - Xopik
X 2,1 X 22 .- Xnio k

" rre2 o Tt (VERTE)
Xn+7’,1 Xn+7‘,2 s XnJrT,k



Uwagi o prognozach na przysztos¢

o Witedy
b
R B1
Yorj = [1Xogji Xorj2 - Xogjkl :
Br

Bo + BrXnsj1+ ...+ ﬁkX,,H,k.

e W modelach gdzie X; ; wystepuje jako funkcja t, przyszte
wartosci X mamy "za darmo” np. w modelu

Ye=Bo+ Pt + Fot® + ..+ Bit" + e,
gorzej gdy X;; to "suche” liczby. Wtedy trzeba czeka¢, az

pojawia sie nowe wartosci X, ;.



Wspotczynnik determinacji

Szukamy zagregowanego wspotczynnika, ktéry bedzie mierzyt
odlegtos¢ Y od Y.
@ Wspdtczynnik ten ma podsumowaé réznice miedzy wektorami
Y oraz Y uwzgledniajac wszystkie wspotrzedne.

A

@ Wsptczynnik ma za zadanie zmierzy¢ jak bardzo prognozy Y
odzwierciedlaja prawdziwe wartosci Y, w stosunku do
faktycznej zmiennosci zmiennych objasnianych (inna
zmiennos¢ jest przy pomiarze odlegtosci planet w Uktadzie
Stonecznych, a inna jest przy pomiarze odlegtosci miedzy
atomami i czasteczkami).



Wspétczynnik determinacji - konstrukcja R?

Podsumowanie:

e dla modelu
Y = X3 + ¢,

@ estymator 3 jest postaci

B=XT+X)"txXTxY,



Wspétczynnik determinacji - konstrukcja R?

@ prognoza ma postac

Y =X3=

:~<>...

@ srednia arytmetyczna zaobserwowanych wartosci Y;:

v-1yv.
t=1



Wspétczynnik determinacji - konstrukcja R?

Wychodzimy z oczywiste]j réwnosci:
Yt—_)_/:(Yt— ?t)"‘(s\/t— ?)

Mniej oczywista ale prawdziwa jest réwnosc¢:

n

d(Yi-Y)y= i(yt ~ VP + i(?t ~Y)?
t=1 t=1

t=1

oraz

V=Y.



Wspétczynnik determinacji - konstrukcja R?

Zmienno$¢ zmiennej objasniane;j:
n

D (Ye-V)? = D (Ve V)

t=1
zmienoéé catkowita

zmienno$¢ niewyjasniona przez model

n

+ Y (Ve-Y)

t=1

zmiennos$¢ wyjasniona przez model



Wspétczynnik determinacji - konstrukcja R?

Definicja 2 (R? - wspétczynnik determinacji)

Wspétczynnik determinacji R? jest zdefiniowany jako:

> (V- V)
R2_ tjl
S (Ye— V)2

o+
Il
—

| A\

Uwaga 2
Wspétczynnik determinacji mierzy proporcje miedzy zmiennoscia
wyjasniona przez model, a catkowita zmiennosScnia zmiennej

objasnianej.




e R2c0,1]:
S (Ve - VP2 S (Ve - VP
R2 _ tjl _ . t=1 . .
S(Ye- Y2 (Y- V)R + (Ve - V)2
t=1 t=1 t=1

o Jesli R? =1 wtedy Y. =Y, dla wszystkich t, prognozy
pokrywaja sie z danymi;

o Jedli R =0 wtedy trajektoria prognoz pokrywa sie z linia
pozioma y = Y (tradycyjny uktad (x,y)), tzn. Yy =Y dla
t=1,2,....n.



Wtasnosci R? - ilustracja z R> =1

Rozwazmy Y: = o + S1.X¢ + €;. Trajektoria (X, Yt)t=1,..n lezy w
catosci na trajektorii prognoz (niebieska linia przechodzi przez
(Xe, Y)21)-

The model fits exactly to the data and R2= 1




Wiasnosci R? - ilustracja z R2 = 0

Trajektoria (X, \A’t)t:;lym,,, lezy w catosci na prostej pionowe;.

The model does not fit to the data and R2= 0
T T

251




Whasnosci R? - ilustracja z R? € (0,1)

Trajektoria (X¢, Yi)¢=1,...n oplata linie regresji (na rysunku
niebieska linia przechodzi przez (X, Y;)32;)-

R=0.71656




Alternatywne wzory na R?

Ponizej wprowadzam alternatywne sformutowania na R?:

S (V- V)2



Skorygowany wspétczynnik determinacji

Definicja 3 (Skorygowany wspétczynnik determinacji)
Skorygowany wspétczynnik determinacji R? definiujemy jako

k

RR=R2-
n—k—1

(1-R?).

Uwaga 3
Wspétczynnik R? jest uzyteczny gdy liczba parametréw w modelu
k + 1 jest niewiele mniejsza niz liczba obserwacji n:

o czasami R? jest liczba ujemne;

o zawsze R? < R? oraz R?> = R? wtedy i tylko wtedy R?> = 1;
Wspétczynnik R? jest stosowany w celu obnizenia rangi modelu,

ktéry zawiera zbyt duzo parametréw. Model ze zbyt wieloma
parametrami nie jest zbyt przejrzysty.




Przyktad

W tym przyktadzie analizujemy miesieczna temperature w Poznaniu
w latach 1999-2004. Dane miesiecznej temperatury dla miasta
Poznan podsumowuje ponizsza tabela.

[ Ti T % v Vi Vil | Vil X X XTI | X
1099 | 1,3 | 0,6 5 05 | 13,7 | 164 | 205 | 17,9 | 167 | 84 | 2,7 | 1.6
2000 | -0,2 | 3,2 4 11,9 16 17,8 | 163 | 182 | 12,6 | 11,9 | 6,4 | 23
2001 0 03 | 24 | 81 | 149 | 151 | 201 | 19,6 12 11,9 | 31 | -1,6
2002 | 07 | 39 | 45 | 88 17 17,9 | 205 | 211 | 13,7 | 7.2 | 42 | -3,6
2003 | 2 | -36 | 25 | 82 | 159 | 194 | 197 | 198 | 142 | 53 | 55 | 1,7
2004 | -4 14 | 44 | 94 | 128 | 162 | 17,9 | 198 | 13,9 10 |41 | 1,7




Przyktad

o Tu Yl = 1.3, Y2 = —0.6, ...,Y12 = 1.6, Y13 = —0.2, .
Y72 = 1.7 oznacza zmienna objasniana (temperatura w
Poznaniu);

e Tworzymy zmienne objasniajace jako X;1 = t,
Xip = cos( ) X3 = cos(ﬁt)

@ Model ma nastepujaca formute:
T T
Yt = Bo + B1t + B2 cos (gt) + B3 sin <gt> + €.

@ Za pomoca metody najmnlejszych kwadratéw mamy
,30 = 0.736, 51 —0.012, 52 —8.77, ﬁg, = —b5.14 oraz

¥, — 0.736 — 0.012 % t — 8.77 cos (%t) —5.14sin (%t) .



Przyktad

Poniewaz wspétczynnik 1 = —0.012 jest jedynym nieistotnym
parametrem (wg obliczen w Gretlu) modyfikujemy model:

T
ﬁo+ﬁlcos(6 ) + B2 sin (6 ) + €.
Tu X¢1 = cos (£t), Xe2 =sin ( t), natomiast Y; jest jak
poprzednio. Nowe obliczenia daja By = 9.29861, ;1 = —8.78099,
B2 = —5.09812. Stad prognozy maja formute
~ ™ . ™
Yg::929861—»878099cos<6¢> —»509812su\(6t)

dat=1,2,...,72.



Przyktad -C.D.

Prognozy Y; dla miesiecznej temperatury w Poznaniu w latach
1999-2004 podsumowuje tabela:

| 1l 11 v \% VI VIl VI IX X XI XIl
1999 -0.86 0.49 4.2 9.27 14.35 18.08 19.45 18.1 14.4 9.32 4.24 0.52
2000 -0.86 0.49 4.2 9.27 14.35 18.08 19.45 18.1 14.4 9.32 4.24 0.52
2001 -0.86 0.49 4.2 9.27 14.35 18.08 19.45 18.1 14.4 9.32 4.24 0.52
2002 -0.86 0.49 4.2 9.27 14.35 18.08 19.45 18.1 14.4 9.32 4.24 0.52
2003 -0.86 0.49 4.2 9.27 14.35 18.08 19.45 18.1 14.4 9.32 4.24 0.52
2004 -0.86 0.49 4.2 9.27 14.35 18.08 19.45 18.1 14.4 9.32 4.24 0.52

Wstawiajac liczby Y; (z przedostatniej tabeli) oraz Y, (z ostatniej
tabeli) do wzoréw na wspétczynnik determinacji otrzymamy

R? = 0.942351 and R? = 0.940680.

Podsumowanie

Na podstawie wspétczynnikéw determinacji wnioskujemy, ze okoto
95% zmiennosci wartosci temperatury w Poznaniu jest wyjasnione
przez model.




Dlaczego przeparametryzowanie modelu pogarsza

przejrzystosc?

Rozwazam prosty model wygenerowany przez Octave. "Prawdziwy”
model jest postaci

Y, =02 %t +1+er,

gdzie t = 1,2, ..., 10 gdzie ¢; ma standardowy rozktad normalny
N(0,1). Dopasowujemy dwa modele:
e wielomanowy stopnia 9 do danych (t, Y;) (najwyzszy
"dozwolony” stopien p. zatozenie Z2 wyktad 15.03.2021, slajd
13),
@ liniowy model
Ye = Bo + Bit + €.
Drugi wydaje sie by¢ bardziej przejrzysty mimo iz, pierwsza regresja
"pasuje” idealnie (patrz rysunek)



Dlaczego przeparametryzowanie modelu pogarsza

przejrzystosc?

The polynomial with degree 9
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Dlaczego przeparametryzowanie modelu pogarsza

przejrzystosc?

e Gdy dopasujemy model wielomianowy stopnia 9 do danych
(t, Y) i dopasujemy

Ve = Bo+ bit + Bat® + ... + Bot®,

wielomian przechodzi przez (t, Y;) (wielomian interpolacyjny),
ale nic nie wnosi poza "nasladowaniem” danych. W
szczegolnosci model jest bezuzyteczny dla ekstrapolacji i
prognozowania. Daje to jednak R? = 1. Liczba parametréw
jest jednak duzo wyzsza niz w modelu liniowym.



Dlaczego przeparametryzowanie modelu pogarsza

przejrzystosc?

o Jesli dopasujemy model
Ye = Bo+ Pit + €
do danych (t, Y:), to model wykryje liniowy trend
Y: = 0.077023 * t + 1.284503

( Bo = 1.284503, B = 0.077023) i jest lokalna aproksymacja
trendu y; = 0.2. % t + 1 (dwie rézne linie proste w
nieskonczonosci i tak znacznie sie rozchodza). Ponadto linia

moze prognozowa¢ najblizsze przyszte wartosci t > 10. Tu
R? = 0.578.



Dlaczego przeparametryzowanie modelu pogarsza

przejrzystosc??

e Wg R? model wielomianowy ma wieksza range niz model
liniowy.

o Powyzszy przyktad pokazuje, ze R? jest bezuzyteczny gdy
poréwnujemy modele z duza liczba parametréw.



