Weryfikacja zatozen modelu (II)
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Model regresji wielorakiej-przypomnienie

Przypominam model:

Y1 1 X X2 ... Xk Bo €1

Yo 1 Xor X .. Xy b1 €2

. = . . . . . + .

Yn 1 an Xn2 ce Xnk ﬁk €n
—_—— N —

Y X B8 ¢

Moze by¢ wyrazony w formie macierzowe;j:

Y =X3+e.
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Zatozenia

Mamy wiecej obserwacji niz parametréw, tzn. k + 1 < n. Ponadto,
Z1 Macierz zmiennych objasniajacych X jest deterministyczna,
tzn. macierz zmiennych objasniajacych [Xi1, Xi2, ..., Xu] T nie
jest losowa (dla wszystkich t);
Z2 Rzad macierzy X jest réwny k + 1, zatem kolumny sa liniowo
niezalezne;
Z3 E(e) =0, tzn. Ee; = 0 dla wszystkich t;
Z4 D?(€) = 0?l, tzn. €, jest ciagiem
e nieskorelowanych zmiennych losowych
o wszystkie maja ta sama wariancje 02, (o jest nieznana liczba);

75 Wszystkie zmienne ¢; maja rozktad normalny N(0, 0?).
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Autokorelacja sktadnika losowego ¢;

o Jak poprzednio zaktadamy:
Y = X3 +¢€;

@ W celu przetestowania hipotezy ¢; jest ciagiem
nieskorelowanych zmiennych losowych, dopuszczamy hipoteze
alternatywna, ze ¢; posiada autokorelacjw, tzn.

€t = PEt—1 + N,

gdzie n; to prawdziwy sktadnik losowy spetniajacy zatozenia
[Z3,Z4] and [Z5], gdzie dla t

Var(n:) = o9, oraz  Cov(es,mry1) =0,

oraz p € (—1,1) jest nieznanym parametrem, a o jest
parametrem zaktécajacym.
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Testowanie hipotezy - powtérzenie

Problem testowania hipotezy, ze ciag ¢; jest nieskorelowany
prowadzi do nastepujacej hipotezy pomocniczej:

Hy:p=0 VS p#0Q0;
e Brak autokorelacji: jesli przyjmiemy hipoteze Hp,

przypuszczamy, ze €; = 1, stad €; to prawdziwy szum;

@ Obecnosc¢ autokorelacji: jesli odrzucimy hipoteze Hy
przestajemy przypuszczaé, ze €; jest prawdziwym szumem;
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Test Durbina - Watsona powtérzenie

o Estymator p wyraza sie wzorem:

Z:: - COV(et) €t—1) .
\/Z 2 3h 22 \/Var(et) Var(er—1)

67'1

e Do zweryfikowania hipotezy Hy stuzy test Durbina-Watsona,
ktorego statystyka testowa wyraza sie wzorem:

n
> (& —&-1)?
DW === ~2(1-p),
> &
t=1

gdzie €; sa resztami modelu.
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Konstrukcja metody Cochrana-Orcutta

Jesli test Durbina-Watsona nie przyjmie hipotezy p = 0 na rzecz
p >0 lub p < 0 (tzn. odrzuci hipoteze lub pozostawi problem

nieroztrzygniety) wtedy:
e Nie mozemy zaktada¢ €; spetnia zatozenie [Z4] i nie mozemy
ignorowaé parametru p;
@ Za pomoca metody Cochrana-Orcutta mozna odpowiednio
zmodyfikowaé model;
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Konstrukcja metody Cochrana-Orcutta

Gdy test Durbina-Watsona nie przyjmie hipotezy p = 0. Wtedy dla
t=1,2,...,n— 1 mamy (duze litery Y; oraz X; sa zarezerwowane
dla modelu, podczas gdy y: oraz x; to realizacje Y; oraz X;)

Yer1 = Bo + Bixer1,1 + oo+ BiXep1h + €241 (1)

oraz

ye = Bo+ Bixeq + ...+ Buxen + € (2)

gdzie €; spetnia
€t+1 = P€t + Net1,

a 7¢ spetnia [Z4]. Mnozymy obie strony (2) przez p i dodajemy do
(1).
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Konstrukcja metody Cochrana-Orcutta

Mnozac (2) przez p otrzymamy
pyt = pPo + pPixe1 + ...+ pBixXe i + pet
i dodajemy to wyrazenie do

Yer1 = Bo + Bixer1,1 + oo+ BrXer1 k€1
mamy

yer1 — pyr = Bo(1 — p) + Ba(xer1,1 — pxe,1) + - -+ Br(xerq k — PXp k) + €e41 — pee.

Poniewaz nie znamy p, zastepujemy go przez p:

yer1 — pye = Bo(1 — p)+ B1 (xer1,1 — Pxea) +- o+ B (Xepq k — PXe k) + €er1 — Pee -
N

ve Bo A1 x£1 h 0 €fi=nes1
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Konstrukcja metody Cochrana-Orcutta

Innymi stowy, dla t =1,2,...,n — 1 mamy nowy model:

Yi = B0+ Bixi1+ o+ Bixiy €t

gdzie

@ nieznanym wektorem parametréw jest

o [ Bo1=p) i j=0
J B; if j=1,2,... k

@ role zmiennych objasniajacych petni
Xk = Xew1,k — PXek
@ role zmiennych objasnianych petni
Vi = Yer1 — Dy

@ Role skfadnika losowego petni €} := n¢41.
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Konstrukcja metody Cochrana-Orcutta

Podsumowujac, metoda Cohrana -Orcutta sprowadza model gdzie
sktadnik losowy ma autokorelacje do modelu gdzie sktadnik
losowy nie ma autokorelacji

* * *

YT I X4 Xi> s Xk 5o €1
* * *

) =1 . . ) . ; ) + )

* * *
Yo 1 anl,l Xn71,2 e Xn—l,k B €1
——— N —
Y X* B* €*

Mozna go wyrazi¢ w formie macierzowej:

Y* = X6+ €.
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Iteracyjna metoda Cochrana-Orcutta

Dalsze kroki:
@ Za pomoca znanych wzoréw mozna obliczy¢ 5* za pomoca
znanych wzoréw

6"* — ((X*)TX*)—I(X*)TY*

i zrekonstruowa¢ estymator oryginalnego parametru §:

*

Bo — 1%ﬁ and (; — ;7 and for i > 1.

@ Zatem obliczymy "nowe" reszty
Ak % Ak Dk sk Dk k.
€ = Ve — 60 - 51Xt,1 e 5kxt,kv

@ Przypuszczamy, ze € jest szumem spetniajacym zatozenie [Z4]
o braku korelacji, ale jesli nie jesteSmy pewni, ponownie
stosujemy test Durbina-Watsona na bazie €} i w razie potrzeby
powtarzamy algorytm Cochrana-Orcutta.
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Iteracyjna metoda Cochrana-Orcutta

Powtarzajac metode Cochrana-Orcutta mozna zastosowaé algorytm
iteracyjny dla oszacowania modelu

Y =X5+e.

o ARGUMENTY WEJSCIOWE: Y, X z modelu regresji wielorakiej i inicjujemy s = 1;

e Jesli s = n zatrzymujemy algorytm. W przeciwnym razie obliczamy
B=xTx)"*xTy.

e Bazujac na resztach, é stosujemy test Durbina-Watsona. Obliczamy i zapamietujemy ps := p.

o Jesli test Durbina Watsona zastosowany w poprzednim punkcie przyjmie hipoteze o braku

autokorelacji, ZATRZYMUJEMY ALGORYTM i zwracamy ARGUMENTY WYJSCIOWE:
estymatory: ﬁj — ﬁj dlaj=1,2,..., k oraz

Boaﬂﬁio ifs>1 orazBoHBojeélis:I.
11— 54
r=1
@ W przeciwnym razie wracamy do KROKU 2 z nowymy ARGUMENTAMI WEJSCIOWYMI:

*

YY", X=X, s—os+1.
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Algorytm Cochrane’a-Orcutta

Mozna prébowa¢ stosowac¢ algorytm Cochrane'a-Orcutta do
momentu gdy test Durbina-Watsona przyjmie hipoteze o braku
korelacji. Stosowanie algorytmu Cochrana-Orcutta redukuje
dtugos¢ wektora Y z n do n — 1, stad algorytm iteracyjny
Cochrane’a -Orcutta ma niewiecej niz n — 1 krokéw.
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Przyktad - jesienna fala zachorowan w Polsce

14/11/2007
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Przyktad

COVID w Polsce - jesienna fala zachorowan

Analizujemy krzywa infekcji COVID-19 w okresie 18 wrzesnia do 07
listopada 2020. Niech /; bedzie liczba dziennych infekcji
Y: = In(/). Analizujemy

Y: = Bo + Bit + €

dlat =1,2,...,51 oznaczajacego indeks dnia poczawszy od 18
wrzesnia, a skoficzywszy na 7 listopada.
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Rozwiazanie

Wkres Y; troche przypomina prosta.

koronka
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Rozwiazanie

Za pomoca standardowej metody najmniejszych kwadratéw mamy

model:
Y, = 6.52413 + 0.0767324 * t + ¢,

ale zastanawiamy sie, czy €; to klasyczny szum, poprzez rozwazenie
szerszego modelu:
€t = PEt—1 + Nt

gdzie 7 jest prawdziwym szumem, natomiast p € (—1,1), a na
koncu zweryfikowanie hipotezy, ze p = 0.
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Rozwiazanie

@ W tym celu obliczamy reszty €; i bazujac na nim obliczamy
statystyke Durbina-Watsona

DW = 0.728864 < 2,
zatem testujemy
Ho:p=0 VS H;:p>0.
@ Poniewaz liczba obserwacji to n = 51, a parametr jest jeden
k =1, stad wartosci krytyczne dla k = 0.05 to
dp = 15086 oraz dy =1.5884 ( wartosci stablicowane).

@ Zatem stosujac algorytm z poprzedniego wyktadu
DW = 0.728864 < d; = 1.5086, odrzucamy hipoteze
Ho:p=0narzecz H; : p > 0.

@ Modyfikujemy model za pomoca metody Cochrana-Orcutta z
oszacowaniem autokorelacji

p1 = 0.6246.



Rozwiazanie

@ Zatem rozwazamy nowy model t = 1,2 ... n — 1 with
n—1 =50 gdzie

yi =Bo + Bixi + e
gdzie € oznaczaja szum w nowym modelu oraz
Vi = Y1 — PYr  Oraz x{ = Xep1 — PXe.
@ Przyjmujac p = 0.6246 oraz x; = t mamy
¥i = ye+1 — 0.6246 x y;
jako nowa zmienna objasniana oraz
X =(t+1)—0.6246 % t = 0.3754 % t + 1

nowa zmienna objasniajaca.
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Rozwiazanie

@ Stosujac ponownie metode najmniejszych kwadratéw
y; = 2.45280 + 0.0760954 * x; + €

t=1,2,..,50 gdzie € oznacza szum w nowym modelu.

@ Na podstawie reszt w nowym modelu, stosujemy test
Durbina-Watsona.
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Rozwiazanie

@ Na bazie nowych reszt otrzymujemy pp = 0.3031 i
otrzymujemy:
DW = 1.346007 < 2

stad testujemy autokorelacje w nowym modelu:
Hy:p=0 VS Hi:p>0.
@ Krytyczne wartosci dla n =50 oraz k =1 to

dp =1.5035 oraz dy = 1.5849.

@ Poniewaz
DW = 1.346007 < d; = 1.5035
ponownie odrzucamy hipoteze p = 0 na rzecz p > 0.

@ Powtarzamy algorytm Cohrana-Orcutta z obliczonym
p2 = 0.3031.
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Rozwiazanie

@ Zmienna objasniana to:
*k * ~ *
Ye o = Vi1 — P2Yes

a objasniajaca to
kok * ~ *k
X =X{y1 — Pax; .

@ Przy p» =0.3031, oraz t = 1, 2, ..., 49 otrzymujemy
ye© =yt — 03031y

oraz
X" = x{ 1 — 0.3031x{".
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Rozwiazanie

e Nowy model daje 33* = 1.69091 oraz 37* = 0.0778724.

@ Stosujac test Durbina-Watsona dla tego modelu
(n =49,k =1) mamy

DW = 1.727780, d, = 1.4982 d = 1.5813.

Poniewaz DW < 2, ponownie testujemy hipoteze Hy : p =0
przeciwko Hy : p > 0.

e Otrzymujemy
DW = 1.727780 > dy = 1.5813.

o Tym razem przyjmujemy hipoteze, ze reszty tworza biaty szum.
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Rozwiazanie

@ Teraz podsumujemy model:

ye=0Bo+ Brxt+ et
gdzie
€t = 0.6246€t_1 + N,

ale 7; réwniez ma autokorelacje

Ne = 03031771“—1 + ft

gdzie &; jest prawdziwym szumem.

o Pamietamy aproksymacje Aa‘* = 1.69091 oraz
1* = 0.0778724 i rekonstuujemy estymator g oraz /31 jako:
1.69091

Bo —= =6.43322 oraz (1 — 0.0778724.
(1 — 0.6246)(1 — 0.3031)
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Rozwiazanie

@ Zatem ostateczny model
Y; = 6.43322 4+ 0.0778724 % t + €.

@ Ignorujac €; i wracajac do Y: = In(/;) gdzie /; - liczba
dziennych infekgji

In(/;) ~ 6.43322 + 0.0778724 * t

@ Zatem

It ~ 66.43322+0.0778724*t — e6.43322(e0.0778724)t

)

hence

|, m e0:433220.0778724xt _ 670 1741 % (1.080984716)".
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