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Model regresji wielorakiej - przypomnienie

Rozwazmy nastepujacy model:

Yi = Bo + B1Xen + BoXep + .o+ BiXe i + €,

dlat=1,2,...,n, gdzie

® X:1,Xt2,..., X¢k - zaobserwowane wartosci zmiennych
objasniajacych

@ Y; - zaobserwowane wartosci zmiennych objasnianych
@ ¢; - nieznana wartos¢ sktadnika losowego

® Bo,p1,...,Bk - nieznane parametry.
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Model liniowy

Model regresji wielorakiej
Yi = Bo + B1Xe1 + BoXep + .+ BiXe i + €,

moze by¢ przedstawiony jako uktad réwnan liniowych:

Yi = Bo+ X1+ BeXip+ .o+ BiXik +e
Yo = [o+B1Xo1+ FoXop 4 ...+ BrXok + €2

Yn = BO + Ban,l + /BQXn,Z +...+ Ban,k + €n

lub w formie macierzowe;j:
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Model liniowy w formie macierzowe;

Y1 1 Xuu X2 ... Xik Bo €1

Yo I Xo1 X2 ... Xok b1 €2

. = . . . .. . . + .

Yn 1 an Xn2 ce Xnk /Bk €n
—— —_—— N —

Y X B ¢

Innymi stowy, zapiszemy model wg ponizszego wzoru:

Y =X3+e.
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Cel

@ Argumenty wej$ciowe: dla kazdego t = 1,2..., n znamy
wartosci zmiennych objasniajacych X; 1, X; 2, ..., X¢ x oraz
objasnianych Y;

o Parametry zakt6cajace: nie znamy wartosci €;, ale one
rowniez wptywaja na wynik obserwacji;

e Argumenty wyjSciowe: staramy sie znalez¢ g, f1, .- ., Bk
uzywajac metode najmniejszych kwadratéw: znalez¢
Bo, 1, - - -, Bk € R dla ktérych ponizsze wyrazenie

n

f(B) = Z (Ye — Bo— BiXe1— BoXep — ... — /BkXt,k)2

t=1

ma warto$¢ najmniejsza.
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Cel

Podana funkcja celu

n

F(B)=>_ (Ye—fo— BiXen — BoXea — ... — BieXe )

t=1

moze by¢ wyrazona réwnowaznie w formie macierzowe;:

F(B) = (Y =Xx8)T (Y =Xxp).

Uwaga 1

Mozna odnies¢ wrazenie, ze f jest funkcja o wartosciach
macierzowych. Jednak w rzeczywistosci przyjmuje wartosc¢
liczbowa. Co prawda Y — X % 3 jest macierza rozmiaru n x 1, stad
transpozycja (Y — X x )7 jest macierza rozmiaru 1 x n. Stad

(Y =X« B8)7 % (Y — X « B8) jest "macierza” rozmiaru 1 x 1.
Identyfikujac macierz "jednokomérkowa” z jej wartoscia, f
przyjmuje wartosci liczbowe.
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Definicje, oznaczenia i fakty

Definicja 1
Niech A bedzie macierza o losowych komérkach tzn. wszystkie
komorki A, (i=1,...,p,j=1,2,...,q) sa losowe

Al A Az ... Aig
Axy Ax Ax ... qu

Apt Ap2 Apz ... Apg

Witedy wartoscia oczekiwana macierzy A jest macierza wartosci
oczekiwanych:

E(A11) E(A12) E(A13) ... E(Ai)

E(A) E(/‘.\zl) E(/'\zz) E(/‘.‘zs) E(/‘.‘2q)

E(Ap1) E(Ap) E(Ap3) ... E(Aug)




Definicje, oznaczenia i fakty

Na potrzeby ekonometrii, wektor ov = (a1, g,

.., Qp) rozumiemy
Jako odpowiednia macierz kolumnowa (nie wierszowa), tzn.

aq
a=(a1,a,...,0p)= | @2
‘ap
M . ., .. . T.
ozemy zapisac réwniez o = [a1, g, ..., qp] " ;
v
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Definicje, oznaczenia i fakty

Definicja 2

Dla wektora losowego A = [A1, Ay, ..., Ay definujemy macierz
kowariancji D?(A) jako

Cov(A1, A1) Cov(Ar,As) ... Cov(Ar,A)
D2(A) Cov(/.\g,Al) Cov(%.\g,Ag) Cov(%.\g,Ap)
Cov(Ap, A1) Cov(Ap,Az) ... Cov(Ap, Ap)
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Definicje, oznaczenia i fakty

WHtasnosci macierzy kowariancji

o D?(A) jest symetryczna poniewaz Cov(A;, A;) = Cov(A;, Aj)
dlai,j=1,2,...,p;

o Przekatna macierzy D?(A) zawiera wariancje, poniewaz
COV(A,‘, A,‘) == Var(A,-);

o Jesli A jest niezdegenerowanym wektorem losowym (brak
statych sktadowych), wtedy D?(A) jest macierza dodatnio
okreslona tzn. dla wszystkich x € RP \ {0},
xT % D?(A) * x > 0;

o D?(A) moze by¢ wyrazona jako

D2(A) = E ((A — E(A)) * (A — E(A))T) .
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Definicje, oznaczenia i fakty

Jesli E(A) = 0 to
E(A}) E(AiA2) ... E(AiA,)

D2(A) i E(A?Al) E(.Ag) 3 E(A?Ap) _ E(AAT).
E(A;,Al) E(A;,Az) E(Af,)




Definicje, oznaczenia i fakty

Fact 1

Przypuscmy, ze zmienne losowe Ay, Ay, ..., Ay sa parami
nieskorelowane (tzn. Cov(A;, A;) = 0 dla wszystkich i # j), oraz
Var(A;) = 0? fori =1,2,...,p. Wtedy

gdzie
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Zatozenia modelu

Zatézmy, ze mamy wiecej obserwacji niz parametréw k + 1 < n.
Ponadto

Z1 Macierz X zmiennych objasniajacych jest deterministyczna (nie
Jest otrzymana w wyniku losowania), tzn. dla dowolnego t,
zmienne [X¢1, X¢2, ..., Xe k]| nie sa losowe;

Z2 Rzad macierzy X jest k + 1, tzn. kolumny sa liniowo
niezalezne;

73 E(e) =0, tzn. Ee; =0 dla wszystkich t;

74 D?(e) = E (ex€") = 02, tzn. €, jest ciagiem zmiennych

losowych nieskorelowanych, ktérych wariancje sa takie same

o2 :

Z5 Zmienne e; maja rozktad normalny N(0,0?);
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Zatozenia modelu

W tym modelu
statystyk zaktada Z1-Z4,
czasami réwniez Z5 oraz:

@ warto$¢ macierzy
jest deterministyczna
X, tzn. uzyskat je jako
wartos$¢ zdeterminowana
(w uproszczeniu nie
jest wynikiem losowania);

@ wartos¢ wektora Y jest
losowa (w uproszczeniu
uzyskana jest w wyniku losowania);
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Zatozenia modelu

Statystyk nie zna

@ wartosci
(deterministicznej)
wektora 3 i prébuje
je oszacowac (jest to jego
przedmiot zainteresowan);

e realizacji,
czyli wylosowane;j
wartosci wektora losowego
€, nie zna nawet wariancji
(02), ale nie jest to jego
przedmiot zainteresowan, jest to parametr zaktécajacy.
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Estymacja 3

Funkcje celu

n

F(B) =3 (Ye = Bo— BiXea — BoXeo — .. — BiXew)’

t=1
mozna zapisa¢ w formie macierzowej:
F(B) = (Y =X B)T % (Y —=Xxp).

Funkcja celu jest wypukta, stad minimalizacja f sprowadza sie do
przyréwnanie gradientu wektora zerowego. Przypomne, ze

Of
yia
grad(f) = a’.Bl

of
0Bk
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Estymacja 3

Zauwazmy, ze dla kazdego wektora A = [a1, a», . . ., ap]T zachodzi
P
AP => a7 =AT <A
i=1

Mozna wiec przeksztatci¢ funkcje celu:
f(B) = (Y=Xxp)T (Y- Xxp)
= (YT = (X+B)T) # (Y =X 5)
_ (YT—ﬁT*XT>*(Y—X*ﬁ)
= YT s Y -YT s X5B8-BT«XTxY+8T«XT xXx
= HY|]2—YT*X*5—<YT*X*6>T+HX*5HZ.
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Estymacja 3

Zauwazmy, ze YT « X x /3 jest macierza jeden na jeden. Ten fakt
wynika z tego, ze Y jest macierza rozmiaru n x 1, stad Y7 ma
rozmiar 1 x n. Dalej X jest macierza n x k, stad YT % X jest
macierza 1 x k. Zatem poniewaz 8 ma rozmiar k x 1, stad

YT % X % 3 jest rozmiaru 1 x 1 - macierz jednokomdrkowa:

YT« X« 8 | =Y TxXx8
N N —_———
Ixn nxk  gx1 jest 1x1

Transpozycja macierzy 1 x 1 jest réwniez macierza 1 X 1 i ma ta
sama wartos¢

T

YTuXsp| =[YT«Xxp

N———— ——
jest 1x1 jest 1x1
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Estymacja 3

Stad otrzymujemy

f(5) = |IVIP - <YT*X*,8+(YT*X*5)T)

Oba sktadniki sa réwne
+||X * ]2
= [[Y[P=2YT X x5+ [|Xx B>
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Estymacja 3

Zatem
grad(f) = grad (|[YI[2=2YT + X« 5+ |[X  6|?)

— grad(|IY|1?) — grad (2Y7 + X« 8) + grad(||X + 8]?)
= 2XTxY+2XT«Xx8.

Uwierz na stowo
Teraz otrzymujemy
(grad(f)=0) < (—2XTxY +2XT«X«5=0]:2)

& XTxY4+XTxX%x3=0
e XT«X)xg=XTxY.
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Estymacja 3

Mamy wiec

(XT % X) #f=XTxY
~———
Z zatozenia Z2 macierz jest nieosobliwa

Zatem otrzymujemy jedyny estymator metody najmniejszych
kwadratéw
B=XT«X)LaXTxY.
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Estymator B

Twierdzenie 1 (Gaussa-Markova)

Estymator wyrazony wzorem
B=XT«X) L« XT %Y,
jest jedynym estymatorem otrzymanym metoda najmniejszych

kwadratéw. Ponadto

@ jest liniowy, tzn. jest przeksztatceniem liniowym wektora
losowego Y

N

e jest nieobciazony E(5) = 3;

o jest zgodny tzn. jesli estymator 3" bazuje na n obserwacjach
V5>0P(|B” — Bl >9)—0o0ilen—0;

@ jest efektywnym: tzn. ma najmniejsza wariancje ze wszystkich
estymatoréw liniowych i nieobciazonych.
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Bjest nieobciaznony tzn. E(B) = 3

Model jest postaci

Y = X3 +e,

gdzie X jest macierza deterministyczna spetniaaca (Z2) oraz

E(e) = 0 (Z3). Stad

E(p) =

Econometria

EXT+ X)L« XT xY)
(X7« X)"1 % XT x E(Y)

(XT X)L XT « E(XB +€)
(XT «X)"t«XT (X3 +0)
(XT X)L« ( >5

15 =5



Macierz kowariancji (3

Twierdzenie 2

Macierz kowariancji 5 spetnia

D?(B) = o?(XTX)7 L.
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Dowéd twierdzenia 2

Poniewaz ﬁA jest estymatorem nieobciazonym, stad E(BA) = [ oraz

N

D*(3):=E(B—ER))B—EB) =EB-B)*(B-8)".

Ponadto

Y=XB+e = XTxY=XTx«Xx8+XT x¢
e XT(Y—e)=(XTxX)xp3
e =T «X) L« XT(Y ).




Dowod twierdzenia 2 - ciag dalszy

Stad

(XT«X) LaXTY — (XT « X)L XT(Y —¢)
= (XT«X)1aXT e

™
|

i)
I
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Dowod twierdzenia 2 - ciag dalszy

Stad
R T
D2(5) - E XT*X XT*e) * <(XT*X)71*XT*6) )

(XT*X) 1y *e)*(eT*X*(XT*X)A))

= (XT X)L XT s(exe’)x Xx(XTxX)™?
m. determlnlstyczna m. deterministyczna
= (XT*X) 1 XTx  E(exe’) sXx(XTxX)™!
—_———
By Z4 E(exeT)=02I
= (XT«X) s XT %02l X (XT % X)™1
= 2(XT X)L (XT« X)#(XT X))t = o2(XT « X)L

m. odwrotne
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Przyktad

Przyktad 1 (Ekonometria, Przyktad 2.1. Gruszczynski i Podgérska,

Szkota Gtéwna Handlowa w Warszawie)

Na podstawie danych
umieszczonych na nastepnym
slajdzie dopasujemy model
miedzy poziomem (stopa)
inflacji a poziomem (stopa)
bezrobocia. Znajdziemy
nastepnie model postaci:

Y: = Bo + B1Xe1 + BoXep + €t

gdzie Y¢-poziom inflacji, X1 poziom bezrobocia i Xt oczekiwany
poziom inflacji na lata o indeksie t = 1,2, ..., 15.
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BDENE

inflacja bezrobocie oczekiwana inflacja
(objasniana) | (objasniajaca) (objasniajaca)

5.92 4.9 4.78
4.30 5.9 3.84
3.30 5.6 3.13
6.23 4.9 3.44
10.97 5.6 6.84
9.14 8.5 9.47
577 7.7 6.51
6.45 7.1 5.92
7.60 6.1 6.08
11.47 5.8 8.09
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Przyktad - rozwianie

1 49 478 [ 5.92 7
1 59 3.84 4.30
1 56 3.13 3.30
1 49 3.44 6.23
1 56 6384 10.97
X= 1 85 947 Y= 9.14
1 7.7 6.51 5.77
1 71 5.92 6.45
1 6.1 6.08 7.60
L1 58 8.09 | 11.47 |
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1 49 478

1 59 384

1 56 3.13

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 gz 2‘8‘2
4.9 5.9 5.6 4.9 5.6 8.5 7.7 7.1 6.1 5.8 1 8'5 9'47
4.78 3.84 3.13 3.44 6.84 947 6.51 592 6.08 8.09 1 77 651
1 7.1 5.92

1 6.1 6.08

1 58 8.09

10.000 62.100 58.100
= 62.100 398.350 375.430
58.100 375.430 375.532
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Przyktad-rozwiazanie

Z doktadnoscia do btedu zaokraglen mamy:

3.219132  —0.561521  0.063325
(X™X)™' = | —0.561521 0.141384 —0.054471
0.063325 —0.054471 0.047322
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ozwiazanie

5.92
4.30
3.30
6.23
10.97
9.14
5.77
6.45
7.60
11.47

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
xTy=| 49 59 56 49 56 85 77 71 6.1 58
478 3.84 3.13 344 6.84 047 6.51 5092 6.08 8.00

71.150
= 445.617
452.907
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Przyktad - rozwiazanie

Nastepnie podstawiamy do wzoru

B=(XTX)"IXTY =

3.219132 —0.561521 0.063325 71.150 7.4979
= —0.561521 0.141384 —0.054471 445.617 = —1.6192
0.063325 —0.054471 0.047322 452.907 1.6648
Daje to nastepujace oszacowanie modelu:
Y, =7.4979-16102%x X, -+1.6648x Xe
et - —~
inflacja bezrobocie oczekiwana inflacja

+e€r
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