The verification of assumptions of this model (1)

13 kwietnia 2021

Econometrics



Model regresji wielorakiej-powtérzenie

Rozwazamy madele regresji liniowej, ktére mozna zapisaé w formie
macierzowej:

Y1 1 X X2 ... Xk Bo €1
Yo 1 Xor X ... Xy b1 €2
: R S : S L
Yn 1 an Xn2 cee Xnk ﬁk €n
—_—— N —
Y X B )

W skrécie mozemy wiec zapisac:

Y =X3+e.

Econometrics



Zatozenia

Przypusémy, ze jest wiecej obserwacji niz parametréw tzn:
k +1 < n. Ponadto,

Z1

Z2

Z3
Z4

Z5

Macierz X zmiennych objasniajacych jest deterministic
(nielosowa), tzn. [Xe1, Xi2, . .., Xuk] T sa nielosowe dla
wszystkich t;

Rzad macierzy X wynosi k + 1, co oznacza, ze kolumny sa
liniowo niezalezne;

E(e) =0, tzn. Ee; = 0 dla wszystkich t;

D?(€) = o2, tzn. ¢; jest ciagiem nieskorelowanych

zmiennych losowych o tej samej, ale nieznanej wariancji
2.

g,

All ¢; has normal distribution N(0,0?).
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Plan na najblizsze wyktady

Majac oszacowanie [ i reszt € wiemy tylko

@ Jaki model jest najblizszy rzeczywistosci;
@ Mamy tylko przymiarke do doboru zmiennych, ktére pasuja do
modelu bardziej, a ktére mniej;

Nie majac pewnosci czy zatozenia Z1-Z5 nadal nie wiemy:

@ jak doktadne sa oszacowania;

@ czy poziomy krytyczne w testach istotnosci sa adekwatne;
W tym celu wykonujemy analizujemy weryfikacje niektérych
zatozen.
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Weryfikacja zatozenia Z1

Zatozenie Z1, ze X jest nielosowa jest niemozliwa do wykonania
przez statystyka:

@ Przyktadowo gdy
inzynier zleca statystykowi ks
zbadanie opracowanie (e
modelu wytrzymatosci
belki w zaleznosci
od rozktadu witékien, ‘-
to on musi wskaza¢ ktére
zmienne moga by¢ losowe,
a ktére nie;
@ Czasami Z1 mamy za
darmo, np. X ; jest
zadana jako funkcja czasu
np. X¢j = t2:
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Weryfikacja zatozen Z2

Aby sprawdzi¢ czy rzad macierzy X wynosi k + 1:

o Wystarczy sprawdzi¢ czy kolumny macierzy X sa liniowo
niezalezne;

@ Jest to proste éwiczenie z algebry i prosta komenda dla
przecietnego pakietu matematycznego.
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Weryfikacja zatozenia Z3

Aby sprawdzi¢ Ee; = 0 wystarczy zauwazy¢:
o W zasadzie to reszty maja srednia réwna 0;
o Pakiet zwrdci najblizsza liczbe maszynowa zeru;

@ Tradycyjny test Studenta dla préby zweryfikuje pozytywnie
hipoteze, ze Z3 jest spetnione;
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Weryfikacja zatozenia Z4-75

Z4 Weryfikacja zatozenia Z4 prowadzi do ponizszych hipotez
pomocniczych:

e ¢; jest ciagiem nieskorelowanych zmiennych losowych, w tym
celu uzywamy testu o braku autokorelacji test
Durbina-Watsona;

o ¢; jest ciagiem homoskedastycznym, tzn. Var(e;) = o2 dla t
(test Harrisona McCabe'a, test White);

Z5 Jest wiele testéw normalnosci, np. test chi-kwadrat zgodnosci,
ale poznamy réwniez inne testy:

o test Jarque-Bera - tatwy do przeprowadzenia i popularny
rozktad statystyki testowej (rozktad x?);

o test Shapiro-Wilka - bardziej skomplikowany, ale mocy i
odporny na autokorelacje reszt;
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Zatozenia [Z4] i [Z5]

Znaczenie zatozen [Z4] i [Z5]

Potrzebujemy zatozen [Z4] and [Z5] dla testéw istotnosci

@ pojedynczych zmiennych, w przeciwnym razie p-value nie
bedzie wyrazona przez dystrybuanta rozkfadu t-Studenta
(rozktad statystyki testowej moze by¢ inny);

@ grup zmiennych, w przeciwnym razie p-value testu Walda nie

jest poprawnie wyznaczona (rozktad statystyki nie musi by¢
F-Snedecore) (VERTE).
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Zatozenia [Z4] i [Z5]

Znaczenie zatozen [Z4] i [Z5] - C.D.

Ponadto,

@ Zatozenie normalnosci [Z5] wzmacnia zasadnos¢ uzywania
estymatora /3, poniewaz jest uzyskany nie tylko za pomoca
metody najmniejszych kwadratéw, ale réwniez za pomoca
metody najwigkszej wiarogodnosci,

o Jesli zatozenie homoskedastycznosci [Z4] nie jest spetnione,
zamiast metody najmniejszych kwadratéw mozna zastosowac
metode wazonych najmniejszych kwadratow:

n

i B — B — 2
n 7% — Bo 1XE 1 - - - X « ’
ﬁO:ﬁl,...,ﬁk; t (yt t ’—B + )

dla wag w; zaleznych od wariancji.
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Weryfikacja zatozenia [Z4] - test Durbina - Watsona

Zaktadamy jak zwykle
Y=XB+¢

ale pozwalamy, zeby €; nie byt nieskorelowany poprzez istnienie
autokorelacji, tzn.
€t = P€r—1 + Nty

gdzie n; jest prawdziwym sktadnikiem losowym spetniajacym
zatozenia [Z3,Z4] i [Z5], gdzie dla wszystkich t

Var(n:) = 09, and Cov(et,mey1) =0,

gdzie p € (—1,1) jest nieznanym parametrem, a og jest
parametrem zakfécajacym, ktéry jest réwniez nieznany.

Econometrics



Weryfikacja zatozenia [Z4] - test Durbina - Watsona

Testowanie hipotezy ¢; jest ciagiem nieskorelowanych zmiennych
prowadzi do problemu testowania hipotezy pomocniczej:

Hy:p=0 VS p#0Q0;
e Brak autokorelacji: przyjmujac hipoteze Hy przyjmujemy, ze

€r = Ny, stad jest to prawdziwy sktadnik losowy (szum);

@ Istnienie autokorelacji: gdy odrzucimy hipoteze Hy
przestajemy wierzy¢, ze €; jest prawdziwym szokiem;
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Test Durbina - Watsona (konstrukgcja statystyki testowe;)

W przypadku istnienia autokorelacji

€r = PEt—1 + Nt
mozemy zauwazyé,ze:

2 2
Var(ee) = Var(pee_1 +ne) = Var(pee_1 +ne) = p°Var(ep—1) + o5 =07,

—_—
poniewaz Cov(ey_q,m¢)=0

zatem ( Var(e;) = o2)
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Test Durbina - Watsona (konstrukgcja statystyki testowe;)

Zatem,

Cov(er,€r—1) = Cov(per—1 + e, €4-1)

pog
= pVar(et_l) + COV(nt, Gt_l) = 1_7[)2
Kowariancja jest dwuliniowa
Stad korelacja pomiedzy €; i €;_1 spetnia
2
COV(ﬁt, Gt_l) i 1%’:7';)2

Corr(et,€1-1) =

\/Var(et) Var(er—1) B #08 B
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Test Durbina - Watsona (konstrukgcja statystyki testowe;)

Dla testu hipotezy dotyczacej ¢;, potrzebujemy odpowiednika reszt,
gdzie € spetnia jak zwykle:

€= Ye—Bo— ,let,l ... 5kxt,k7

gdzie
B=XT+X)*XT %Y.
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Test Durbina - Watsona (konstrukgcja statystyki testowe;)

Estymator p jest wyrazony wzorem:

Erér_

ﬁ B 72232 T7€r—1 B COV(Gt,Gt_l) .
noo_on - \/Var(et) Var(er_1)
Yaeye,

T=2 T=2
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Test Durbina - Watsona (konstrukgcja statystyki testowe;)

Zauwazmy

n

n 2
> &+ Zzé\%—l —2 ) &1
t=

t=2 k=2
DW = -
> &
t=1
i dla dostatecznie duzych n mamy
n n n
Z 22 Z 22 2
6{‘ ~ 6t ~ 6{‘—1
t=1 t=2 t=2
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Test Durbina - Watsona (konstrukgcja statystyki testowe;)

Mamy wiec
DW = 2(1 — p).

Whioskujemy:
e DW zmienia sie w przedziale [0, 4];
o Jesli hipoteza Hy jest prawdziwa, oczekujemy p = 0, stad
oczekujemy DW =~ 2;
e W przeciwnym razie odrzucimy hipoteze Hy na rzecz p > 0 lub
p <0.
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Test Durbina - Watsona

Jesli Hy : p = 0 jest prawdziwa:
o Rozktad statystyki testowej DW jest stablicowany;
@ Zalezy on od liczby obserwacji n i liczby parametréw k;

@ Realizacja statystyki spetnia DW = 2.
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Statystyka testu Durbina - Watsona - wartosci krytyczne

o Jesli wartos¢ statystyki DW spetnia DW > 2 wtedy testujemy
hipoteze
Ho:p=0 VS H;i:p<O0

o Jesli realizacja DW spetnia DW < 2 wtedy testujemy hipoteze

Hy:p=0 VS H;:p>0
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Statystyka testu Durbina - Watsona - wartosci krytyczne

Niech k € (0,1) bedzie ustalonym poziomem istotnosci (zwykle
k = 0.05).
@ W odréznieniu od wiekszosci testéw, zczytujemy dwie wartosci
krytyczne dy i d z tablic rozktadu DW, gdzie d; < dy < 2;
o Jesli hipoteza alternatywna jest H; : p > 0, co ma miejsce przy
realizacji DW < 2 wtedy:
@ Jesli DW < d;, wtedy odrzucamy hipoteze Hy na rzecz
Hi : p > 0.
@ Jesli d. < DW < dy, wtedy problem jest nierozstrzygniety.
Q@ Jesli DW > dy, wtedy przyjmujemy hipoteze Hp : p = 0.
o Jesli hipoteza alternatywna jest H; : p < 0, co ma miejsce przy
realizacji DW > 2 wtedy:
© Jesli DW > 4 — d;, wtedy odrzucamy hipoteze Hop na rzecz
Hl p < 0.
Q Jesli 4 — dy < DW < 4 — d;, wtedy problem jest
nierozstrzygniety.
Q@ Jesli DW < 4 — dy, wtedy przyjmujemy hipoteze Ho : p = 0.
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Statystyka testu Durbina - Watsona - wartosci krytyczne

Ponizsza tabelka ilustruje procedure decyzyjna w tescie
Durbina-Watsona. Wprowadzamy DW, dy, d; przy d; < dy < 2.

DW < 2iHy:p>0
[ d. < DW < dy [
[ problem jest nierozstrzygniety [
DW > 2and Hy : p < 0
[ [
| |

DW < dp
odrzucamy Hp na rzecz Hq

DW > dy
przyjmujemy p = 0

DW >4 —d;
odrzucamy Hp na rzecz H;

4—dy < DW <4 —d|
problem jest nierozstrzygniety

DW < 4 —dy
przyjmujemy p = 0
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Znajdziemy
zwiazek
miedzy poziomem
cen w Stanach
Zjednoczonych, a
°
kursem
ob-
ligacji
w
Sta-
nach
Zjednoczonych;
@ kursem
obligacji w
Australii;
@ poziomem
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Przyktad

Przyktad (dane z GRETLa)

Znajdziemy model poziomu cen w Stanach Zjednoczonych w
stosunku do cen w Australi oraz cen obligacji w Stanach
Zjednoczonych i Australii. Na podstawie 77 obserwacji, model ma
postac

Y: = Bo+ B1* Xe1 + B2 x Xeo + B3 % X3+ €,

gdzie:
@ Y; poziom cen w Stanach Zjednoczonych;
@ X;1 ceny obligacji w Stanach Zjednoczonych;

@ X;> poziom cen w Australii;

@ X3 ceny obligacji w Australii;
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Rozwiazanie

Na podstawie obliczen w Gretlu mamy nastepujacy model
Yt = 6.52 + 1.33 % Xt7]_ + 0.45 % Xt72 + 0.89 % Xt73 + €t
ktérego reszty daja nastepujaca wartos¢ statystyki

Durbina-Watsona:
DW = 0.539680 < 2.
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Rozwiazanie-C.D.

Zatem testujemy hipotezy:
Ho:p=0 VS Hy:p>0

gdzie n = 77 oznacza liczbe obserwacji i k = 3 oznacza liczbe
parameteréw. Z tablic rozktadu Durbina-Watsona zczytujemy

dp =1.5502 oraz dy =1.7117.
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Rozwiazanie-C.D.

Mamy wiec,
DW = 0.539680 < 1.5502 = d|,

czyli odrzucamy hipoteze Hy : p = 0 na rzecz H; : p > 0. Zatem
mamy podstawy do odrzucenia hipotezy, ze reszty sa realizaca
ciagu nieskorelowanych zmiennych losowych.
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