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Model regresji liniowej-przypomnienie

Ponownie rozwazamy uktad réwnan liniowych:

Y1 1 X X2 ... Xk Bo €1

Yo 1 Xor X .. Xy b1 €2

. = . . . . . + .

Yn 1 an Xn2 ce Xnk ﬁk €n
—_—— N —

Y X B8 ¢

lub w formie macierzowe;j:



Zatozenia - powtdrzenie

Przede wszystkim mamy wiecej obserwacji niz parametréw, czyli
k +1 < n. Ponadto,

Z1

Z2

Z3
Z4

Z5

Macierz X zmiennych objasniajacych jest deterministyczna
(nielosowa), tzn. macierz zmiennych objasniajacych
[Xe1, Xe2, - -, Xek] T jest nielosowa dla t;

Rzad macierzy X jest k + 1, zatem kolumny sa liniowo
niezalezne;

E(e) =0, czyli Ee; =0dla t;
D?(€) = o?l, tzn. ¢; jest ciagiem nieskorelowanych zmiennych
losowych o wariancji o2, (o jest nieznane);

Wszystkie €; maja rozktad normalny N(0,o2).



Testy weryfikujace zatozenie [Z4]

Zweryfikujemy zatozenie [Z4], ze wszystkie €; maja ta sama
wariancje. Robimy to w nasteujacym celu.

o Jesli to jest prawda, estymator 3 otrzymany metoda
najmniejszych kwadratéw jest:

e nieobciazony, i.e. ER=3- przy wielokrotnym powtarzaniu
eksperymentu, /3 bedzie oscylowat wokét prawdziwego f3;

e zgodny, tzn. dla dostatecznie duzych n, z duzym
prawdopodobienstwem B bedzie blisko ;

o efektywny, tzn. najlepszy w sensie metody najmniejszych
kwadratéw sposréd wszystkich liniowych estymatoréw 3
(matematycznie /3 stanowia wspétrzedne rzutu ortogonalnego
wektora Y na przestrzen kolumn macierzy X ze standardowym
iloczynem skalarnym w R")



Testy weryfikujace zatozenie [Z4]

o Jesli hipoteza jest fatszywa, mozna zmodyfikowoa¢ metode
wazonych najmniejszych kwadratéw np.

min Z\/m )(Ye — Bo — Bixer — - - — Bixe)’

BosB1,-+5Bk

Otrzymany estymator réwniez daje wsp6trzedne rzutu Y na
przestrzen generowana przez kolumny X z iloczynem skalarnym
postaci

n
(ur,upy ... up)o(vi,va, ... vp) = Z / Welg Ve,
t=1



Intuicyjne wtasnosci estymatora /3’

@ Nieobciazony: podobnie jak rzut moneta: nagroda za orta
jest 1, a za reszke to —1

e przy wielu rzutach ok. 50% wynikéw da nam 1 a pozostate
50% da nam —1, zatem wyniki oscyluja wokét sredniej, czyli 0;

@ Zgodny: przy wielu rzutach

suma nagréd

liczba wszystkich rzutéw

o bedzie blisko 0, np. 1/N or —1/N, dla duzej liczby rzutéw N;



Terminologia

Homoskedastycznosé¢ i heteroskedatycznosé

Ciag zmiennych losowych 71, 25, ..., Z, jest

@ Homoskedastyczny: jesli wariancja nie zalezy od indeksu,
tzn.
Var(Zy) = Var(Z) = ... = Var(Z,);

@ Heteroskedastyczny: jesli wariancja zalezy od indeksu, tzn..

Var(Z;) # Var(Z;) dla pewnego i # j.




Test homoskedastycznosci

Jak zwykle, reszy oznaczamy jako

e=Y — X3,
oraz zaktadamy, ze €; jest realizacja zmiennej losowej €;. Testujemy
hipoteze:
Ho : Var(e1) = Var(epx) = ... = Var(e,) VS Hi: Hp jest fatszywa.

W tym celu opiszemy testy:
@ Harrisona-McCabe'a;
e White'a.



Test Harrison-McCabe'a

Za pomoca reszt €; konstruujemy statistyke testowa jako:

M3
M>
N

I

S

Il
=1
K3

....
Il
._.

gdzie m jest w zasadzie dowolna liczba taka, ze
k+1<m<n—k—1, alew praktyce, zalezy monotonicznie od
|é:|:(VERTE)



Test Harrison-McCabe'a

e Domyslna opcja to

3 jesli n jest parzyste
m= nZ1 . . .
e jesli n Jest nieparzyste.

o Jesli widzimy, ze |é;| maja wyraznie rosnaca tendencje, a
nastepnie malejaca, wtedy m jest indeksem obserwacji t taki,
ze |é¢| jest najwiekszy;

o Jesli widzimy, ze |€;| maja wyraznie malejaca tendencje, a
nastepnie rosnaca, wtedy m jest indeksem obserwacji t taki, ze
|€¢| jest najmniejszy;



Test Harrison-McCabe'a - obszar odrzucenia

Dla poziomu istotnosci o (domyslnie o = 0.05) znajdujemy
poziomy krytyczne:

1 1

b= by = ,
14+ Epi 1 4 lmm=(et)lF

gdzie:
@ Fi - jest kwantylem rozktadu F(n— m,m — (k + 1))
(Snedecora) rzedu 1 — v ;

@ F5 - jest kwantylem rozktadu F(n — m — (k + 1), m)
(Snedecora) rzedu 1 — v ;



Test Harrison-McCabe'a - obszar odrzucenia

o Jesli HM < di, to odrzucamy hipoteze Hy, ze €; jest
homoskedastyczny na rzecz alternatywnej hipotezy, €; jest
heteroskedastyczny;

e Jesli d < HM < dy, problem jest nierozstrzygniety;

e Jesli HM > dy, to przyjmujemy hipoteze Hy, ze €; jest
homoskedastyczny.




Test Harrison-McCabe'a - obszar odrzucenia

@ |dea testu: jesli hipoteza homoskedastycznosci jest prawdziwa,
to

J5
<
Il
1M
N>
X

33

=
M
~+N

....
[l
—

a odrzucimy hipoteze, gdy HM jest zbyt mate.

@ Podobnie jak w przypadku testu Durbina-Watsona nie mozna
wykluczy¢, ze test nie rostrzynie problemu.




Konstruujemy test White'a, ktfy réwniez weryfikuje kipoteze o
homoskedastycznosci reszt.

e Dla ilustracji zatézmy, ze liczba parametréw wynosi k = 2:

Y: = Bo + Bixe1 + Poxe 2 + €,

@ Testujemy hipoteze homoskedastycznosci dopuszczajac
heteroskedastycznosc jako alternaltywe w nastepujacej formie:

2 2 2
€ = a0 + aiXe1 + @Xe2 + a3Xp 1 + AaXg o + A5Xe,1Xe,2 + N,

gdzie 7; jest prawdziwym szumem spetniajacym zatozenie
[Z4] i [Z5], oraz ag, a1, a2, a3, aa, as to nieznane parametry;

o Wtedy Var(e;) = E€2 = 02 ma nastepujaca forme:

2 2 2
0t = ao + aiXe1 + axXe 2 + a3X; 1 + aaX; o + a5X¢,1X¢,2.



Test White'a - konstrukcja

Testujemy homoskedastycznos¢ ¢;, poprzez testowanie hipotezy
pomocniczej:

H() .d1 —dp = a3z — ad4q — as — 0 VS H1 . Elj:1,273,475aj 75 0.

o Jesli Hy jest prawdziwa Var(e;) = ag dla t, oraz ag = o2 tak
jak [Z4];
o Zaktadamy, ze €; jest realizacja e;

@ Pomocniczy model
A 2 2
€; = a0 + aiXe,1 + @X¢2 + a3X; 1+ a4X; o + As5Xe 1Xe2 + Nt

jest modelem liniowym z kK = 5 zmiennymi objasniajacymi;
o role zmiennej objasnianej gra Y; := ¢,
e role zmiennych objasniajacych graja: thl,Xt72,X15271,Xt,2’2, oraz
Xt,1Xt,2-



Test White'a - konstrukcja

Znajdujemy statistyke testowa w nastepujacej formie:
@ Szukamy 3g, 31, 3, 33, 34 i 35 za pomoca standardowej
metody najmniejszych kwadratéw:

n

. 22 2 2 2
min E (et—ao—alxt’l—agxt’z—ag,xu—a4xt72—a5xt’1xt,2) .
a0,31,32,33,34,35

@ Szukamy oszacowahn reszt:

A

~2 N N ~ ~ 2 ~ 2 a .
Me = € — do — d1Xt,1 — d2X¢,2 — d3Xp 1 — d4Xp o — d5Xe,1Xt,2;



Test White'a - konstrukcja

o Szukamy "prognoz” €2 wg wzoru:
D oA N N A 2 A D ~
€ 1= do T d1X¢,1 + A2X¢2 + A3X; 1 + AaX; o + A5XE,1X¢,2

@ Bazujac na resztach obliczamy wspétczynnik determinacji
(przypomnij sobie definicje):

t=1 j=1
R? =
2
e 1%
Y lE-—s 2 ¢&
t=1 j=1



Test White'a - statystyka testowa

@ Statystyka testowa ma nastepujaca forme:
W = nR?

o Jesli hipoteza Hp jest prawdziwa, W ma rozktad x?(5)
(chi-kwadrat z 5 stopniami swobody);

e Odrzucamy hipoteze Hy gdy:

o W > g()(1— ) - kwantyl x?(5) rzedu 1 — a,
o lub réwnowaznie,

a>p—value=1-— CDFX2(5)(W),

gdzie CDF,2(5)(+) oznacza dystrybuante rozktadu X3(5).



Test White'a - statystyka testowa

@ Uogdlnienie testu White’a na przypadek k zmiennych
objasnianych jest réwniez znane. W tym przypadku, rozktad
statystyki przy hipotezie Hy ma rozktad x?(2k + 1).

o Gdy test White'a odrzuci Hy na rzecz H; mozemy rozwazyé
zmodyfikacje estymatora 3 w kierunku wazonej metody
najmniejszych kwadratéw

n

b 5, ; we(Ye — Bo — Brxe1 — - — Bixek)”

Z waga Wi = €¢;
@ Metode wazonych najmniejszych kwadratéw mozna stosowac
rowniez gdy test Harrisona Mc-Cabe'a odrzuci Hp, ale w

odréznieniu od testu White'a, procedura testowa nie daje nam
zadnej wskazéwki co do wag w;.




rok miesigc  [stopa bezrobocia
styczen 13,7

luty 14
marzec 14
kwiecien 13.8

2 maj 13.6
0 CZEMWIeC 13.6
0 lipiec 13.8
0 sierpien 13.9
wrzesien 14
paZdziemni 141
listopad 14.5
grudzien 161
styczen 16,7

luty 159
marzec 16.1
kwiecien 16

2 maj 16,9
0 CZEMWIeC 16,9
0 lipiec 16
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