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Model regresji liniowej-przypomnienie

Ponownie rozważamy układ równań liniowych:
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︸ ︷︷ ︸

β

+


ε1
ε2
...
εn


︸ ︷︷ ︸

ε

.

lub w formie macierzowej:

Y = Xβ + ε.
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Założenia - powtórzenie

Przede wszystkim mamy wiȩcej obserwacji niż parametrów, czyli
k + 1 ≤ n. Ponadto,
Z1 Macierz X zmiennych objaśniaja̧cych jest deterministyczna

(nielosowa), tzn. macierz zmiennych objaśniaja̧cych
[Xt1,Xt2, . . . ,Xtk ]

T jest nielosowa dla t;
Z2 Rza̧d macierzy X jest k + 1, zatem kolumny sa̧ liniowo

niezależne;
Z3 E (ε) = 0, czyli Eεt = 0 dla t;
Z4 D2(ε) = σ2I, tzn. εt jest cia̧giem nieskorelowanych zmiennych

losowych o wariancji σ2, (σ jest nieznane);
Z5 Wszystkie εt maja̧ rozkład normalny N(0, σ2).
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Testy weryfikuja̧ce założenie [Z4]

Zweryfikujemy założenie [Z4], że wszystkie εt maja̧ ta̧ sama̧
wariancjȩ. Robimy to w nastȩuja̧cym celu.

Jeśli to jest prawda, estymator β̂ otrzymany metoda̧
najmniejszych kwadratów jest:

nieobcia̧żony, i.e. E β̂ = β - przy wielokrotnym powtarzaniu
eksperymentu, β̂ bȩdzie oscylował wokół prawdziwego β;
zgodny, tzn. dla dostatecznie dużych n, z dużym
prawdopodobieństwem β̂ bȩdzie blisko β;
efektywny, tzn. najlepszy w sensie metody najmniejszych
kwadratów spośród wszystkich liniowych estymatorów β
(matematycznie β̂ stanowia̧ współrzȩdne rzutu ortogonalnego
wektora Y na przestrzeń kolumn macierzy X ze standardowym
iloczynem skalarnym w Rn)
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Testy weryfikuja̧ce założenie [Z4]

Jeśli hipoteza jest fałszywa, można zmodyfikowoać metodȩ
ważonych najmniejszych kwadratów np.

min
β0,β1,...,βk

n∑
t=1

√
Var(εt)︸ ︷︷ ︸

wt

(Yt − β0 − β1xt,1 − . . .− βkxt,k)
2.

Otrzymany estymator również daje współrzȩdne rzutu Y na
przestrzeń generowana̧ przez kolumny X z iloczynem skalarnym
postaci

(u1, u2, . . . , un) ◦ (v1, v2, . . . , vn) =
n∑

t=1

√
wtutvt .
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Intuicyjne własności estymatora β̂

Nieobcia̧żony: podobnie jak rzut moneta̧: nagroda za orła
jest 1, a za reszkȩ to −1

przy wielu rzutach ok. 50% wyników da nam 1 a pozostałe
50% da nam −1, zatem wyniki oscyluja̧ wokół średniej, czyli 0;

Zgodny: przy wielu rzutach

suma nagród
liczba wszystkich rzutów

bȩdzie blisko 0, np. 1/N or −1/N, dla dużej liczby rzutów N;

Econometrics



Terminologia

Homoskedastyczność i heteroskedatyczność
Cia̧g zmiennych losowych Z1,Z2, . . . ,Zn jest

Homoskedastyczny: jeśli wariancja nie zależy od indeksu,
tzn.

Var(Z1) = Var(Z2) = . . . = Var(Zn);

Heteroskedastyczny: jeśli wariancja zależy od indeksu, tzn..

Var(Zi ) 6= Var(Zj) dla pewnego i 6= j .
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Test homoskedastyczności

Jak zwykle, reszy oznaczamy jako

ε̂ = Y − Xβ̂,

oraz zakładamy, że ε̂t jest realizacja̧ zmiennej losowej εt . Testujemy
hipotezȩ:

H0 : Var(ε1) = Var(ε2) = . . . = Var(εn) VS H1 : H0 jest fałszywa.

W tym celu opiszemy testy:
Harrisona-McCabe’a;
White’a.
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Test Harrison-McCabe’a

Za pomoca̧ reszt ε̂t konstruujemy statistykȩ testowa̧ jako:

HM =

m∑
t=1

ε̂2t

n∑
t=1

ε̂2t

gdzie m jest w zasadzie dowolna̧ liczba̧ taka̧, że
k + 1 < m < n − k − 1, ale w praktyce, zależy monotonicznie od
|ε̂t |:(VERTE)
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Test Harrison-McCabe’a

Domyślna opcja to

m =

{ n
2 jeśli n jest parzyste

n−1
2 jeśli n jest nieparzyste.

Jeśli widzimy, że |ε̂t | maja̧ wyraźnie rosna̧ca̧ tendencjȩ, a
nastȩpnie maleja̧ca̧, wtedy m jest indeksem obserwacji t taki,
że |ε̂t | jest najwiȩkszy;
Jeśli widzimy, że |ε̂t | maja̧ wyraźnie maleja̧ca̧ tendencjȩ, a
nastȩpnie rosna̧ca̧, wtedy m jest indeksem obserwacji t taki, że
|ε̂t | jest najmniejszy;
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Test Harrison-McCabe’a - obszar odrzucenia

Dla poziomu istotności α (domyślnie α = 0.05) znajdujemy
poziomy krytyczne:

bL =
1

1+ (n−m)F1
n−(k+1)

bU =
1

1+ [n−m−(k+1)]F2
m

,

gdzie:
F1 - jest kwantylem rozkładu F(n −m,m − (k + 1))
(Snedecora) rzȩdu 1− α ;
F2 - jest kwantylem rozkładu F(n −m − (k + 1),m)
(Snedecora) rzȩdu 1− α ;
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Test Harrison-McCabe’a - obszar odrzucenia

Decyzja
Jeśli HM < dL, to odrzucamy hipotezȩ H0, że εt jest
homoskedastyczny na rzecz alternatywnej hipotezy, εt jest
heteroskedastyczny;
Jeśli dL < HM < dU , problem jest nierozstrzygniȩty;
Jeśli HM > dU , to przyjmujemy hipotezȩ H0, że εt jest
homoskedastyczny.
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Test Harrison-McCabe’a - obszar odrzucenia

Uwaga
Idea testu: jeśli hipoteza homoskedastyczności jest prawdziwa,
to

HM =

m∑
t=1

ε̂2t

n∑
t=1

ε̂2t

≈ m
n

a odrzucimy hipotezȩ, gdy HM jest zbyt małe.
Podobnie jak w przypadku testu Durbina-Watsona nie można
wykluczyć, że test nie rostrzynie problemu.
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Test White’a

Konstruujemy test White’a, ktŕy również weryfikuje kipotezȩ o
homoskedastyczności reszt.

Dla ilustracji załóżmy, że liczba parametrów wynosi k = 2:

Yt = β0 + β1xt,1 + β2xt,2 + εt ,

Testujemy hipotezȩ homoskedastyczności dopuszczaja̧c
heteroskedastycznośc jako alternaltywȩ w nastȩpuja̧cej formie:

ε2t = a0 + a1xt,1 + a2xt,2 + a3x2
t,1 + a4x2

t,2 + a5xt,1xt,2 + ηt ,

gdzie ηt jest prawdziwym szumem spełniaja̧cym założenie
[Z4] i [Z5], oraz a0, a1, a2, a3, a4, a5 to nieznane parametry;
Wtedy Var(εt) = Eε2t = σ2

t ma nastȩpuja̧ca̧ formȩ:

σ2
t = a0 + a1xt,1 + a2xt,2 + a3x2

t,1 + a4x2
t,2 + a5xt,1xt,2.
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Test White’a - konstrukcja

Testujemy homoskedastyczność εt , poprzez testowanie hipotezy
pomocniczej:

H0 : a1 = a2 = a3 = a4 = a5 = 0 VS H1 : ∃j=1,2,3,4,5aj 6= 0.

Jeśli H0 jest prawdziwa Var(εt) = a0 dla t, oraz a0 = σ2 tak
jak [Z4];
Zakładamy, że ε̂t jest realizacja̧ εt ;
Pomocniczy model

ε̂2t = a0 + a1xt,1 + a2xt,2 + a3x2
t,1 + a4x2

t,2 + a5xt,1xt,2 + ηt

jest modelem liniowym z k = 5 zmiennymi objaśniaja̧cymi;
rolȩ zmiennej objaśnianej gra Yt := ε̂2t ;
rolȩ zmiennych objaśniaja̧cych graja̧: xt,1, xt,2, x2

t,1, x
2
t,2, oraz

xt,1xt,2.
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Test White’a - konstrukcja

Znajdujemy statistykȩ testowa̧ w nastȩpuja̧cej formie:
Szukamy â0, â1, â2, â3, â4 i â5 za pomoca̧ standardowej
metody najmniejszych kwadratów:

min
a0,a1,a2,a3,a4,a5

n∑
t=1

(ε̂2t−a0−a1xt,1−a2xt,2−a3x2
t,1−a4x2

t,2−a5xt,1xt,2)
2.

Szukamy oszacowań reszt:

η̂t = ε̂2t − â0 − â1xt,1 − â2xt,2 − â3x2
t,1 − â4x2

t,2 − â5xt,1xt,2;
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Test White’a - konstrukcja

Szukamy ”prognoz” ε̂2t wg wzoru:

ε̃2t := â0 + â1xt,1 + â2xt,2 + â3x2
t,1 + â4x2

t,2 + â5xt,1xt,2

Bazuja̧c na resztach obliczamy współczynnik determinacji
(przypomnij sobie definicjȩ):

R2 =

n∑
t=1

(
ε̃2t − 1

n

n∑
j=1

ε̂2j

)2

n∑
t=1

(
ε̂2t − 1

n

n∑
j=1

ε̂2j

)2 .
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Test White’a - statystyka testowa

Statystyka testowa ma nastȩpuja̧ca̧ formȩ:

W = nR2

Jeśli hipoteza H0 jest prawdziwa, W ma rozkład χ2(5)
(chi-kwadrat z 5 stopniami swobody);
Odrzucamy hipotezȩ H0 gdy:

W > qχ2(5)(1− α) - kwantyl χ2(5) rzȩdu 1− α,
lub równoważnie,

α > p − value = 1− CDFχ2(5)(W ),

gdzie CDFχ2(5)(·) oznacza dystrybuantȩ rozkładu χ2(5).
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Test White’a - statystyka testowa

Uwagi
Uogólnienie testu White’a na przypadek k zmiennych
objaśnianych jest również znane. W tym przypadku, rozkład
statystyki przy hipotezie H0 ma rozkład χ2(2k + 1).
Gdy test White’a odrzuci H0 na rzecz H1 możemy rozważyć
zmodyfikacjȩ estymatora β̂ w kierunku ważonej metody
najmniejszych kwadratów

min
β0,β1,...,βk

n∑
t=1

wt(Yt − β0 − β1xt,1 − ...− βkxt,k)
2

z waga̧ wt = ε̃t ;
Metodȩ ważonych najmniejszych kwadratów można stosować
również gdy test Harrisona Mc-Cabe’a odrzuci H0, ale w
odróżnieniu od testu White’a, procedura testowa nie daje nam
żadnej wskazówki co do wag wt .
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