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Streszczenie

Szachy sg gra o Scisle okre$lonych regutach. Pokazemy, ze za pomocg narzedzi
matematycznych mozna rozstrzygnaé, przynajmniej teoretycznie, problem istnienia
strategii wygrywajacej.

Przedstawimy dwa podejscia. Pierwsze, grafowe, opiera sie na etykietowanym
drzewie gry. Drugie, logiczne, polega na sformutowaniu problemu za pomoca funk-
¢ji zdaniowych. Oméwimy réwniez ograniczenia praktycznego zastosowania obu

podejsé.
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1 Zasady gry w szachy
Uproszczona struktura zasady gry.

e Gracze beda druzynami zwanymi Biate i Czarne.

e Biale i Czarne maja po 8 figur réznej mocy, w tym jedna najwazniejsza Kréla i

najmocniejszg Hetmana.
e Wygrywaja:

— Biale gdy opanuja czarnego Kroéla;

— Czarne gdy opanujg biatego Kréla;
e Moze dojs¢ do sytuacji patowej, czyli remisu gdy zajdzie jedna z mozliwosci:

— Jedna z druzyn straci mozliwos¢ wykonania ruchu mimo iz Krél nie zostat
opanowany;

— Gracze wykorzystaja limit powtorzenia swoich ruchéw np. pieciokrotnie;

— Gracze obu druzyn nie beda mie¢ sit potrzebnych do opanowania Kréla, np.
gdy zostanie sam Krol po obu stronach, lub Krél z figura o ograniczonym polu
razenia;

— Gracze uzgodnig ze koncza gre, lub czynniki zewnetrzne ich do tego zmusza;
e Biale wykonujg pierwszy ruch.

Odrzucamy nierealistyczny przypadek gdy gracze graja wiecznie, wigc wiemy ze gra sie

skonczy albo zwyciestwem jednego z graczy albo remisem.

Uwaga 1. Zwykle, szczegolnie w szachach turniejowych, gracze majg ograniczony czas
na rozegranie partii. Gracz, ktory przekroczy przystugujocy mu limit czasu, co do zasady
przegrywa. Gra wymaga zatem nie tylko zdolnosci analitycznych, ale rowniez sprawnego
podejmowania decyzji pod presjg czasu. Rekreacyjnie mozna jednak grac¢ bez limitu czasu

1 takie zatozenie przyjmiemy na potrzeby naszego wyktadu.



Rysunek 1: Zdjecie ilustracyjne szachow.

2 Grafowy opis gry w szachy
Gra ma strukture drzewa:

e Biate wykonuja pierwszy ruch;

e Czarne odpowiadaja;

e Biale wykonuja drugi ruch;

e Czarne odpowiadaja;

o Itp.

Odpowiemy na pytanie czy poszczegdlni gracze majg strategie wygrywajaca, lub gwa-

rantujacg co najmniej remis.



Pozycja poczatkowa Z pozycji poczatkowej

(poziom 0) Biate maja 20 legalnych ruchow:
Poziom 0 * 16 ruchoéw pionéw (po 2 na pion)
Ruch maja * 4 ruchy skoczkow (po 2 na skoczka)
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Rysunek 2: Zdjecie ilustracyjne stworzone przez Al

Gra w szachy ma strukture poziomowego drzewa o wyréznionym wierzchotku znajdu-
jacym sie na szczycie drzewa, wg ilustracji (patrz rysunek .

Drzewo konstruujemy w nastepujacy sposéb:

e Szczyt drzewa jest etykietowany wyjsciowym uktadem szachéw i znajduje sie na

poziomie 0;

e Zal6ézmy, ze skonstruowalismy drzewo na poziomach 0, 1,. ..,k dla k£ > 0 i nadaliSmy

im etykiety oznaczajace uktad pol;

e Dla kazdego wierzchotka na poziomie k i etykiecie e znajdujemy uktady Iy, o, ..., L.
ktore mozna otrzymaé bezposrednio z ukladu e, a nastepnie na poziomie k + 1
konstruujemy wierzchotki o etykietach [y, 1o, ..., (., ktéry taczymy galezig z wierz-

chotkiem o etykiecie e;
Majac drzewo wielopoziomowe, gra przebiega w nastepujacy sposob:

e Na wierzchotku drzewa sa Biate, ktore wybieraja gataz prowadzaca do wierzchotka

na poziomie 1, z ktora gra bedzie kontynuowana przez Czarne;



e Na wierzchotku wybranym przez Biate, Czarne kontynuuja gre i one wybieraja gataz

w dot, czyli do poziomu 3, z ktérego gre kontynuuja Biate;

e Gra konczy sie gdy gracz przejdzie do liscia (wierzcholtka wiszacego), gdzie jest jeden

z wynikow: wygrywaja Biate, wygrywaja Czarne, lub jest pat.
Udowodnig, ze na kazdym etapie gry spetniony jest co najmniej jeden warunek:

1. Biale maja strategie wygrywajaca (istnieje strategia Biatych dajaca wygrana nieza-

leznie od strategii Czarnych);

2. Czarne maja strategie wygrywajaca (istnieje strategia Czarnych dajaca wygrana

niezaleznie od strategii Biatych);

3. Obie druzyny maja strategie gwarantujaca, ze nie przegraja.

2.1 Rozwigzanie gry w szachy

Wykazemy, ze jesli obaj gracze znaja caty strukture gry, co najmniej jeden z nich moze
zagwarantowaé sobie zwyciestwo, lub obaj gracze mogg zagwarantowac sobie strategie,
ktora przyniesie im pat. Wtedy szachy przestang byé¢ gra budzaca emocje, gdyz bedzie

istniato rozwigzanie przesadzajace wynik. Udowodnimy pierwsze twierdzenie.

Twierdzenie 1. Przy zaloZeniu, Ze gra w szachy ma skonczong liczbe moZliwych ruchoéw,

przy kazdym ukladzie na szachownicy zachodzi jeden z warunkow:
(i) Biale majq strategie wygrywajacq;
(ii) Czarne majq strategie wygrywajacq;

(iii) Obie druzyny majq strategie gwarantujgce co najmniej pat.

Dowadd. Dowdd przedstawimy indukcyjnie ze wzgledu na maksymalng liczbe n mozliwych
krokow do konca.
Zatézmy, ze n = 1, czyli pozostat tylko jeden ruch. Druzyna, ktéra ma ruch (np.

Biate) wyszukuja dostepnego licia, ktéry daje im wygrana.



e Jesdli taki lis¢ istnieje, wybor jest strategia wygrywajaca Biatych.

e Jesli nie istnieje i wszystkie liScie daja zwycigstwo Czarnym, wtedy Czarni maja

pusta strategie wygrywajaca.

e Jedli natomiast niektére lidcie daja zwyciestwo Czarnym, a niektore pat, Biate wy-
biora liscie dajaca pat. Zatem taki wybor jest strategia Bialych gwarantujaca, ze

nie przegraja, ale Czarne tez maja taka strategie, ktéra w ich przypadku jest pusta.

Analogicznie wyglada dowod gdy Czarne maja ruch.
Zatézmy, ze dla pewnego n twierdzenie zachodzi. Czyli gdy pozostato maksymalnie n

mozliwych krokéw to albo:
1. Czarne majg strategie wygrywajaca;
2. Biate maja strategie wygrywajaca;
3. Biate i Czarne majg strategie gwarantujaca, ze nie przegrajg.

Rozpatrzmy gre, ktéra ma maksymalnie n+ 1 mozliwych krokéw do konca. Wybor kroku
oznacza, ze wybor stanu, po ktérym jest maksymalnie n krokéw do konca, a wiec podgry
n krokowej. 7Z zatozenia indukcyjnego, kazda taka podgra ma strategie wygrywajaca dla
jednej z druzyn, lub obie druzyny moga zagwarantowaé sobie remis. Jesli Biate wyko-

nuja pierwszy ruch w grze n + 1, to szukaja podgry n krokowej, gdzie maja strategie

WYygrywajaca.

1. Jesli taka podgra istnieje, wybieraja ja podgre i kontynuuja w niej strategie wygry-
wajaca charakterystyczna dla podgry. Wéwczas, Biate maja strategie wygrywajaca

w grze n + 1 krokowe;j.

2. Jedli taka strategia nie istnieje i wszystkie podgry posiadaja strategie wygrywajaca
dla Czarnych, Biate wybiorg pewng podgre, bo musza, a Czarne dostosujg strategie
wygrywajaca do wyboru Biatych. Wtedy Czarne maja strategie wygrywajaca dla
n + 1 krokowej gry.



3. Zaldézmy, ze Biate nie maja strategii wygrywajacej w zadnej n krokowej podgrze, ale

istnieje taka podgra, w ktérej moga zagwarantowac¢ sobie remis.

(a) Biate wybiora podgre w ktérej zagwarantowaé moga sobie remis i beda kon-
tynuowaé strategie zmierzajaca do remisu. Jest to strategia gwarantujaca co

najmniej remis dla Bialych w n + 1 krokowej grze;

(b) Z zaltozenia indukcyjnego, Czarne réwniez moga zapewni¢ sobie remis w kazdej
podgrze n krokowej, ktora gwarantuje remis dla Biatych. Strategia Czarnych to
zatem przeczekac ruch Biatych ktore wybieraja podgre i kontynuowac strategie
dajaca remis lub wygrana w wyznaczonej podgrze. Jest to strategia gwaran-

tujaca co najmniej remis w grze n + 1 krokowej;

Podobnie wyglada dowdd gdy Czarne maja ruch.

Zatem twierdzenie zachodzi dla kazdego uktadu na szachownicy. O

2.2 Problem ze znalezieniem strategii optymalnej w szachach

Gra w szachy wydaje sie rozpracowana, ale jest pewien problem. Komputer nie zapamieta

drzewa, co dopiero Garri Kasparov, o przecietnym Janie Kowalskim nie wspominajac.
e Przy starcie, Biate maja 20 mozliwych ruchow;

e Czarne maja kolejne 20 mozliwosci, zatem wierzchotkow wiszacych jest 4000, od

ktorych sa kolejne wyjscia;
e Daje to tacznie 4020 wszystkich wierzchotkéw dla dwoch ruchéw;

e 7 kolejnych wierzchotkow liczba wyjsé jest rozna, gdyz kolejne figury sa odblokowane
co zwieksza liczbe kolejnych mozliwosci, ale kiedy duzo figur jest zbitych, mozliwosci

jest znacznie mniej.

Przyjmujac dla uproszczenia, ze srednia wyjs¢ jest 20, a kazdy wierzchotek zajmuje 1

bajt. Celowo problem zostaje zanizony, bo $rednia liczba wyj$¢ jest znacznie wyzsza, a 1



bajt nie wystarcza do obliczenia pamiec¢ dla wierzchotka. Pomijamy réwniez pamieé dla
gatezi. Kazde drzewo o gtebokosci n i o 20 wyjsciach w d6t ma w sumie

1—20m! 1

14204202 +... 420" = —— = —
tAr AT 1—20 19

(20n+1 o 1)

wierzchotkéw i tyle bajtow potrzebuje.
Przyjmijmy, ze laptop przystowiowego Jana Kowalskiego (zdjecie ilustracyjne |3) ma
16 GR Ram wiec okoto 16 10° bajtéw, wiec aby pomiescil cate drzewo musi by¢ spetniona

nieréwnosé:

1
1—9(20”+1 —1) <16 %107 & 20" < 16 % 19 % 10° + 1 = 304.000.000.001

Wstawmy na probe n =7 i n = 8 mamy
20" = 20°® = 25.600.000.000 < 304.000.000.001,

oraz

20"+ = 20° = 512.000.000.000 > 304.000.000.001.

Zatem komputer Jana Kowalskiego przechowa co najwyzej drzewo o gtebokosci 7, czyli
umozliwiajaca 7 ruchéow dla obu druzyn. To niewiele. Przyjmijmy dla uproszczenia, ze
wojskowy superkomputer ma milon razy wiekszg pamieé niz laptop, czyli 16*10'°. Bedzie
mogt przechowaé drzewo o gtebokosci n, czyli taka wartosé n, ze:

20" < 304 % 10 + 1 = 304.000.000.000.000.001.

Wstawmy na probe n = 12 i n = 13 mamy
20" = 20" = 81.920.000.000.000.001 < 304.000.000.000.000.001,

oraz

20"+ = 20™ = 1.638.400.000.000.000.001 > 304.000.000.000.000.001,



Rysunek 3: Jan Kowalski - przecietny uzytkownik komputera. Postaé fikcyjna stworzona
przez Al

zatem wojskowy superkomputer przechowa co najwyzej gre o 13 mozliwych ruchach. Za-
tem zastosowanie superkomputera moze wydtuzy¢ obserwowane drzewo gry o
najwyzej 6 dodatkowych ruchéw.

Dwaj przecietni gracze potrzebuja okoto 60 ruchéw do gry w szachy. Oznacza to, ze
nawet wojskowy superkomputer nie pomoze wygra¢ meczu. Struktura szachéw jest prosta

co do schematu, ale rozbudowana co do mozliwosci.

Uwaga 2 (o programach grajacych w szachy). Poniewaz komputer jest w stanie prze-
analizowac i przechowad jedynie niewielki fragment catego drzewa gry, Zaden wspotczesny
program szachowy nie zna catej jego struktury. Program wybiera najbardziej obiecujgce wa-
rianty, analizuje pewien fragment drzewa i ocenia pozycje, do ktorych prowadzg rozwazane
ruchy. Taki mechanizm wystarcza, aby grac¢ bardzo dobrze - bez koniecznosci rozwigzania
calej gry @ znalezienia strategii wygrywajgce;.

Program nie dysponuje wiec kompletng strategig optymalng wyznaczong dla kazdego
moZliwego przebiequ partii. Wykonuje strategie decyzyjng okreSlong przez zastosowany

algorytm.



3 Logiczne rozwigzanie problemu szachisty

Gra w szachy ma strukture naprzemienna. Ruchy nieparzyste wykonujg biate, a parzyste
czarne i z uwagi na ograniczenia fizyczne i biologiczne, ma ograniczong liczbe ruchéw
K > 0. Nie znamy tej liczby ale do rozwazan teoretycznych nie jest to istotne. Bez straty
ogblnosci mozemy zatozy¢, ze liczba K jest parzysta, bo jesli najdtuzsza gra naprawde
skonczy sie przed K —1 i bedzie to ruch biatych, za kolejny ruch Czarnych uznamy strategie
pusta, a wiec "nic nie rob” i bedzie to jedyny wykonalny ruch. W ten "sztuczny” sposob

przedtuzymy gre do K parzystego.

3.1 Logiczny opis gry

Skonstruujemy strukture logiczng gry w szachy.

e Oznaczmy Bj zbiér mozliwych ruchéw Biatych w pierwszym kroku oraz Cs(by) zbidr

mozliwych ruchéw Czarnych w drugim kroku gdy Biate wybraty wczeéniej by € By;

e Dla dowolnego k < K — 1 definiujemy Bg(by, ca,. .., ck_1) zbiér ruchéw Biatych w

kroku ki Cyy1(b1, Ca, ..., Cr_1, bg) zbior ruchéw Czarnych w kroku k, gdy wezesniej-
sze strategie Biatych i Czarnych by, ca, ..., by sa juz zdefiniowane;
e Ciggu ruchéw by, ca, ..., bx_1, cx speliajacych ww warunki jest wykonalny.

Ponizej formalna definicja ciagu wykonalnego.

Definicja 1. Mowimy Ze cigg (b1, co,bs, ..., bx_1,cx) jest wykonalny (ang.feasible) je-
§li by € By i dla kazdego k = 2,3,..., K — 1, by € By(by,co,...,ck_1) oraz cpy1 €

Ck-i—l(bb Coy .oy Cp—1, bk)

Dla ciagéw wykonalnych (by, o, b3, ..., b1, cx) zdefiniujmy nastepujace funkcje zda-

niowe:
o W(by,ca,bs,...,cK) oznaczajaca zwyciestwo Bialtych;
o C(by,ca,bs,...,cK) oznaczajaca zwyciestwo Czarnych;
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o 11(by,co,b3,...,bk_1,Cx) Oznaczajaca pat.
Zauwazmy, ze:

e Biale maja strategie wygrywajaca jesli:
TbyeB, Verey bseBs - - - Ele_leBK_lchGCKW(@la by, az, by, ..., ax_1, bK) (1)

Tu dla skrécenia zapisu by € By, oznacza by, € By(by, co, ..., c,—1) dlak > 1, podobny

skrét jest dla ¢ € Cy;

e Czarne maja strategie wygrywajaca jesli:

vb1631§|a266’2vb3€33 o va,1€BK,1§|CK€CKC(a17 b27 as, b47 e, QK- 1, bK) (2)

3.2 Logiczny dowdd istnienia strategii optymalnych

Przedstawimy drugi sposob dowodzenia Twierdzenia [I] uzywajac logicznych kwantyfika-

torow. Przypomne sformutowanie.

Twierdzenie. Przy zalozZeniu, ze gra w szachy ma skoniczong liczbe moZliwych ruchow,

przy kazdym uktadzie na szachownicy zachodzi jeden z warunkow:
(i) Biale majq strategie wygrywajacq;
(ii) Czarne majq strategie wygrywajgcq;

(iii) Obie druzyny majq strategie gwarantujgce co najmniej pat.

Dowod. Zatézmy, ze Biate ani Czarne nie majag strategii wygrywajacej. Zatem zaprze-

czymy zdaniom i .

e Biale nie majg strategii wygrywajacej jest rownowazne zaprzeczeniu funkcji zdanio-

wej :

11



_'[HbleBlvbQGCQElbgéBg, .- HbK,leBK,lchecKW(ab by, a3, by, ..., ax_1, bK)]
= vb16313C2602vb3603 .. -va_leBK_1chECK_‘W(ala bz, as, b4, e, K1, bK>
Oznacza to, ze Czarne moga sobie zagwarantowaé, ze nie przegraja.
e Czarne nie maja strategii wygrywajacej jest réwnowazne zaprzeczeniu funkcji zda-
niowej :

ﬁ[VbleBl ElCQECva3€C3 e va_leBK_lzchECKC<ala b27 a“37 b47 e ,CLK_]_, bK)]

= ElbleBvaQECQHb;gEBg s Ele—lEBK_vaKECK_\C(a’lﬂ b27 a‘37 b47 L 7aK—17 bK)

Oznacza to, ze Biale moga sobie zagwarantowac, ze nie przegraja.

Ostatecznie, brak strategii wygrywajacej dla Bialych i Czarnych oznacza, ze obie druzyny

maja strategie gwarantujaca, ze nie przegraja. O
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