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Streszczenie

Teoria gier bada sytuacje, w ktérych wynik decyzji jednego uczestnika zalezy
rowniez od decyzji innych uczestnikéw. Ich interesy moga by¢ sprzeczne lub cze-
Sciowo zbiezne, a poszczegdlni uczestnicy mogg odmiennie ocenia¢ mozliwe wyniki.
Oceny te opisujemy za pomoca preferencyi.

Preferencje mozna niekiedy reprezentowaé za pomoca funkcji uzytecznosci, ktéra
przypisuje wynikom wartosci liczbowe w taki sposéb, aby wyniki bardziej prefe-
rowane mialy wieksza uzyteczno$é niz wyniki mniej preferowane. Przedstawimy
warunki, przy ktérych taka reprezentacja istnieje.

Wynik gry nie zawsze jest pewny. Moze zaleze¢ od zdarzen losowych, a takze od
losowych wyboréw dokonywanych przez uczestnikéw. Prowadzi to do pojecia lote-
rit, czyli rozktadu prawdopodobienstwa na zbiorze mozliwych wynikéw. Sformutu-
jemy aksjomaty von Neumanna—Morgensterna i udowodnimy twierdzenie o istnieniu
funkcji uzytecznosci reprezentujacej preferencje na loteriach i liniowej wzgledem ich
mieszanin. Oméwimy réwniez ograniczenia tych aksjomatéw i sytuacje, w ktérych

moga one nie odpowiadaé rzeczywistym preferencjom uczestnikéw.
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1 Formalizacja preferencji

Ogdlnie za zbiér wynikéw (alternatyw) przyjmiemy abstrakcyjny zbiér O. Kazdy gracz

bedzie miat okreslone preferencje na O.

Definicja 1. Kazdg relacje <C O x O nazywamy relacjq preferencji. Zamiast pisac

(01,09) €= piszemy 01 = 03.
Z relacji preferencji wprowadzimy relacje obojetno$ci.

Definicja 2. Dia relacji preferencji < na O definiujemy relacje obojetnosci:

Relacje preferencji mozna zaprzeczyc¢.

Definicja 3. Przez X rozumiemy zaprzeczenie relacji preferencji <:

01/502 =4 _|(01 = 02).

7Z relacji preferencji i zaprzeczenia mamy relacje Scistej preferencji:

Definicja 4. Dla relacji preferencji < i na O definiujemy relacje $cistych preferencji:
01 < 02 & (01 = 03) A (02501).

Niekiedy preferencja miedzy alternatywami nie jest okreslona. Ogodlnie nie jest tym samym

co obojetnosc.

Przyktad 1. Klient baru ma do wyboru nastepujgce drinki alkoholowe: brazylijski caju (w
Brazylic wymawia sie jak Kaziu, p. rysunek , oraz polskie: jabtecznik ¢ martini. Stqgd
O = {caju, jablecznik, martini}. Klient baru zna smak polskich drinkéw: jablecznika i

martini i preferuje je jednakowo, czyli

jabtecznik ~ martini,



Rysunek 1: Zdjecie ilustracyjne brazylijskiego drinku caju.
ale nie zna smaku brazylijskiego caju, wiec nie porowna ich z polskimi drinkamsi:
cajujablecznik, 1 jednoczes$nie  jablecznikAcaju,
a takze
cajuAmartini, i jednoczesnie — martiniXcaju.

Tu caju jest nieporownywalny z jablecznikiem ¢ martini, a jablecznik i martini sq po-

rownywalne i sq tak samo preferowane.

Teria uzytecznosci ma za zadanie nasa¢ wartos¢ liczbowa elementom O, tak aby odzwier-

ciedlaty preferencje.

Definicja 5. Funkcje u : O — R nazywamy uzytecznosciqg reprezentujgcq prefe-
rencje = jesli:

01 = 0y & ulo1) < u(o).
Latwo pokaza¢ nastepujacy fakt

Fakt 1. Jesli u jest uzytecznoscig na O reprezentujgcqg = wtedy

01 & 09 < u(01) = u(02)



oraz

01 < 02 < u(o01) < u(02).

Dowdéd. Pokazemy to drugie. Niech 0y < 03. Wtedy 09401 i nie moze wtedy zajs¢
u(0z) < ufo1), stad u(o1) < u(oz). Odwrotnie, zaltézmy u(o1) < u(0z). Wtedy o1 = 09.
Poniewaz nie jest prawda, ze u(o2) < u(o1), relacja 0oy < 0 jest nieprawdziwa. Stad

01 < 09. ]
Ponizsza uwaga jest warta odnotowania.

Uwaga 1. Nawet gdy O jest zbiorem skonczonym, nie kaZda preferencja jest reprezen-
towana przez funkcje uzytecznosci. Przyklad [1] jest wlasnie takim przykladem. Zaldzmy

bowiem, Ze taka funkcja istnieje. Wtedy

u(caju) > u(jablecznik) lub u(caju) < u(jablecznik),

wiec z definicji uzytecznosci wynikatoby, ze

caju = jabtecznik Ilub caju = jablecznik,

co przeczy definicji < w Przykladzie[]]
Kolejne zatozenia na preferencje sg konieczne, aby funkcja uzytecznosci mogla istniec.

Zaltozenie 1. Preferencja < jest spdjna, to znaczy

Y(o1,00)c0x0(01 = 02) V (02 = 01).

Zalozenie 2. Preferencja < jest zwrotna, to znaczy

Voc00 = 0.

Zalozenie 3. Preferencja < jest przechodna, to znaczy

Vo1.00.05c0(01 = 02) A (02 = 03) = (01 =< 03).



Aksjomat przechodnioSci oznacza, ze jezeli decydent woli wynik o5 od 01, a 03 od 09,
to powinien réwniez wole¢ o3 od 0;.

W codziennym zyciu preferencje nie zawsze speiniaja ten warunek. Ludzie moga
kierowaé sie réznymi kryteriami w zaleznosci od porownywanych mozliwoéci. Kazdy po-
jedynczy wybor moze wydawaé sie rozsadny, a mimo to wszystkie wybory razem moga
tworzy¢ cykl.

Przyjrzyjmy si¢ klientowi kawiarni, ktéry probuje wybraé jeden z trzech napojéw:

Espresso, Iced Americano i Latte.

Przyktad 2. Klient kawiarni wybiera napoj, porownujgc dostepne mozliwosci parami.
Majgc do wyboru Espresso i Iced Americano, wybiera Espresso ze wzgledu na intensywnos$é
smaku. Miedzy Iced Americano a Latte wybiera Iced Americano, poniewaz nie przepada za
mlecznymi kawami. Jednak porownujgc Latte z Espresso, wybiera Latte, gdyz woli napoj,
ktorym moze delektowac sie diuzej.

Otrzymujemy

Espresso = Iced Americano, Iced Americano = Latte, Latte = Espresso.

Preferencje nie sq przechodnie. W zaleznos$ci od poréwnywanej pary klient kieruje sie

innym kryterium: intensywnoscig smaku, zawartoscig mleka albo wielkoscig napoju.
Sformutujmy nastepujacy lemat.

Fakt 2. Jesli relacja preferencii < na O spelnia Zalozenia[1],[3i[3, to jej relacja obojetno-
sci na O jest relacjg rownowaznosci. Co wiecej, jesli O jest zbiorem skonczonym istnieje

rodzina klas abstrakcji (Cy,Cs, ..., Cy) taka, Ze

01'_<02<:><01ECZ‘)/\(OQEOJ')/\(Z.S]').

Dowadd. Pokazemy, ze = jest relacjg rownowaznosci.

1. Zwrotna. Latwo widac, ze o < o stad o = o;

2. Symetryczna. Niech 0; = 05. Wtedy 02 < 011 01 < 0y. Stad 09 = 0y;



3. Przechodnia. Niech o1 &~ 05 i 0 = 03. Stad wynika, ze 01 < 09 =< 03, stad 0; < 03.

Podobnie pokazujemy, ze 03 < 01, stad mamy o ~ 03;

Stad = jest relacja réwnowaznosci, stad istnieja klasy abstrakeji O, czyli {Cy, Cs, ..., Cn}
takie, ze C; N C; = 0 dla i # j, Ule C; = O, oraz dla wszystkich j, fakt 01,0, € C; jest
réwnowazny o1 =~ 03. Wybierzmy o; € C; dla wszystkich j. Zmieniajac numeracje jesli

bedzie to konieczne, zatdézmy dodatkowo

01 <09 < ...=< OpN.

Udowodnimy drugg czes¢ twierdzenia. Niech o; < 0, i zalézmy, ze 0, € C; 1 0y € Cj.
Wtedy

Oi%01j02%6j.

Mamy wiec 0; < 0;, stad i z definicji (01,02, ...,0n), mamy ¢ < j. Odwrotnie, dla i < j

wybierzmy o1 € C; i 0o € C;. Wtedy

<.

stad 01 = 09. O

Zalozenia [T} [2]1[3] na preferencje wystarcza, zeby nadaé¢ uzytecznosé reprezentujaca prefe-

rencje o ile zbior wynikow jest zbiorem skonczonym.

Twierdzenie 1. Niech O bedzie zbiorem skoriczonym i niech < bedzie relacjq preferencji

na O spetniajgca zatoZenia i[3. Wtedy istnieje uzyteczno$é na O reprezentujgca <.

Dowdd. Relacja obojetnodci & jest relacja réwnowaznosci. Z Faktu [, C,...,Cx beda
klasami abstrakeji, takimi ze dla wszystkich i < j, 01 € C; i 05 € C; wtedy i tylko wtedy
gdy 01 < 05. Wtedy wystarczy zdefiniowaé¢ u(o) = j jesli o € C;. Z definicji klas, u

reprezentuje <. O

Jedng preferencje moze reprezentowaé wiele uzytecznosci.



Twierdzenie 2. Niech O bedzie dowolnym zbiorem i niech =< bedzie relacjg preferencyji na
O spetniajgca zatozenia[1), [ i[5 Niech u bedzie uzytecznoscig na O reprezentujgcg = a
v: R R $cisle rosngceq funkcjg. Wtedy ztozenie v o, czyli v o u(o) := v(u(o)) réwniez

jest uzytecznosciq reprezentujgcq <.

Dowad. Jesli 0y < 09 to u(01) < u(0y), bu u reprezentuje <. Wtedy
vou(or) =v(u(or)) <wv(u(oz)) =vouoy),

poniewaz v(-) jest funkcja rosnaca.
Odwrotnie, zal6zmy ze

vou(o) <wvoulog),

czyli

v(u(or)) < v(u(0g)).

Znowu korzystamy z faktu, ze v(-) jest $ciéle rosnaca i wnioskujemy, ze u(01) < u(02), a
poniewaz u reprezentuje =<, stad 07 = 0s.

Ostatecznie wnioskujemy, ze v o u reprezentuje <. O]

2 Preferencje na loteriach

W niniejszym rozdziale skupimy sie na preferencjach dotyczacych loterii. Jak poréwnywac
loterie? Czy mozna przypisa¢ im wartosci liczbowe zgodne z preferencjami decydenta?
Czy kazdej loterii odpowiada pewny wynik, ktory decydent uwaza za réwnie pozadany?

Zanim rozwiniemy teorie przyjmiemy formalng definicje loterii. Dla kazdej liczby

naturalnej m, niech

Am = {<p17p27 R 7pm) eR™: Zpk - 17vk:1,2...,mpk 2 07 } .
k=1



Ponadto zdefiniujmy

A;@ = {(plaPZa . 7Pm) eR™: Zpk = 1,Ve=12.. mDr > 0}

k=1

Niech X bedzie skonczonym zbiorem mozliwych wynikow, a oznaczymy go jako X :=
{ai1,as,...,a,}. Zbior rozktadéw prawdopodobiefistwa na wynikach oznaczymy jako A,

gdzie

Definicja 6. Loteriq prosta, lub po prostu loterig nazywamy funkcje L : X +— [0, 1]
takq, ze (L(a1), L(az),...,L(a,)) € A,. Jesli p; = L(a;) dlai = 1,2,...,n, to loterie

bedziemy oznaczaé jako L = (ay,p1;az, p2;. .. Qn, Pn)-

Definicja 7. Loteria prosta (ay,p1;as, p2;...;an, pn) jest cze$ciowo zdegenerowana
gdy istnieje niepusty podzbior wilasciwy indeksow I C {1,2,...,n} taki, ze pr, # 0 dla
wszystkich k € I ipy =0 dla k ¢ I.

Definicja 8. Mdwimy, ze loteria jest (ay,p1;az, pa;. .. ;an, Pn) jest zdegenerowana gdy

istnieje indeks k taki, Ze pp, =1 ip; =0 dla j # k.

Oznaczenie. Zaldimy, zZe loteria (ay, p1;asz, pa; ... ; an, Py) jest czesciowo zdegenerowana,
oraz spelniony jest warunek: pr # 0 wtedy i tylko wtedy gdy k € I = {iy,ia,...,im}.
Wtedy w opisie loterii mozna opusci¢ wyniki, ktore sq niemoZliwe, czyli dopuszczamy
2apis:

(a1,p1; 02,02}« -5 Qny Pr) = (i, Diys Qigs Digs -+ -3 Qi s Diyy )

W szczegolnosci dla zdegenerowanej loterii gdy pr = 1 dopuszczamy zapis
(alvpl; a2, P25 .- -5 an7pn) = (ak7 1)
Loterie zdegenerowanq utozsamiamy z wynikiem:

(ax, 1) = ay.



Jesli T:{1,2,...,n} — {1,2,...,n} jest permutacjq identyfikujemy dwa zapisy
(alapl; az, P25 - - ., anapn) = (aT17p7'1; Qryy Proy - - - ;a‘rnapfn)-
Matematycznie zbior loterii prostych oznaczamy jako

L:={L: X~ [0,1]:(L(ay), L(ag),...,L(a,)) € A,}.

Loterie mozna identyfikowaé z A,,, lub z rozktadem prawdopodobieristwa na {1,2,...,n}.

Loterie mozna zagniezdza¢ w nastepujacy sposob.

Definicja 9. Loteriq ztoZonag (ang. compound lottery) na nazywamy loterie postaci

(L1, q15 L2, q2; - .3 Liv, qn)

dla Ll,Lg,...,LNECi(ql,q2,...,qN) € Ay.

Oznaczenie. Loterie zlozong postaci (L, 1) nazywamy zdegenerowang i réwniez utozsa-

miamy z L. Rowniez dla permutacji T: {1,2,..., N} — {1,2,..., N} uznajemy réwnosé
(L1, qui L2, g2 - Ly, an) = (L G5 Loy G -5 Ly Gry)

Matematycznie zbior loterii ztozonej zapiszemy jako

&L= {L:{Ly, Lo, .., Ln} = [0,1]: {Ly, Lo, ..., L} € £, (L(L1), L(La), ..., L(Lx)) € A3}

Innymi stowy, loteri¢ ztozona identyfikujemy z rozktadem na £ o skonczonym nosniku.
Loterie prosta L € L identyfikujemy ze zdegenerowana loteria ztozona postaci (L, 1), stad
LCZ.

Oznaczenie. W przypadku loterii zloZonej postaci (L1, qq; ..., Ln,qn), (dla ktérych L; #
L;) mozna powieli¢ m-krotnie zapis w nastepujgcy sposéb: jesli L; = L to
(Lispi;e- 5 Lygis oo Lvsan) = (Lo, pas -5 Lyoa, @1 Lo Gus -5 Ly G L, @545 -5 Lv, aw),
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gdzie > @; = qj, oraz G; > 0,Yi—1 2 m-
K2

Lz

Oznaczmy zbidr preferencji na £ spelniajacych Zalozenia i[3] jako II. Formalnie:

IT:={=2C Z x £ :=< jest spdjna, zwrotna i przechodnia}.

Ponizszy przyktad pokazuje co to jest loteria ztozona.

Przyktad 3 (Audyt w urzedzie). W urzedzie ma zostaé przeprowadzona kontrola Dziatu
Zamowien Publicznych. Nie wiadomo jednak, ktory audytor zostanie do niej przydzielony.

Audytora wybiera sie losowo:

e 2 prawdopodobienstwem 0.2 kontrole przeprowadzi mecenas Zimne Espresso. Jest
skuteczny i bezkompromisowy. W krotkim czasie znajduje praktycznie kazde uchy-
bienie. Nie wdaje sie w dyskusje: wuchybienie oznacza raport - krotki, zwiezly i

trafny;

e 2 prawdopodobienstwem 0.5 kontrole przeprowadzi Iced Americano. Jest rownie
skrupulatny i surowy, ale pozwala urzednikom przedstawié wyjasnienia, co niekiedy
ma wplyw na wynik audytu. Dokladnie wskazuje uchybienia, wyjasnia ich znaczenie

1 daje zalecenia, jak ich unikngé w przysztosci;

e 2 prawdopodobienstwem 0.3 kontrole przeprowadzi Latte. Jest najbardziej wyrozu-
miaty. Powazne naruszenia zawsze umieszcza w raporcie, ale w przypadku drobniej-

szych uchybien czesto poprzestaje na ustnym pouczeniu.

W dokumentacji dziatu znajduje sie jedno uchybienie. Jezeli kontrole prowadzi Me-
cenas Zimne FEspresso, zostanie ono wpisane do raportu z prawdopodobienstwem 1. Iced
Americano wpisze je do raportu z prawdopodobienstwem 0.8, natomiast Latte z prawdopo-

dobienstwem 0.2. Rozpisz loterie formalnie i wyjasnij interpretacje.

Rozwigzanie. Wyniki oznaczymy —1 jako wpisanie uchybienia do raportu, 0 pouczenie

lub przeoczenie uchybienia. Rozpatrujemy 3 loterie na zbiorze X = {—1,0}:

11



Rysunek 2: Losowe wyznaczenie audytora. Postacie fikcyjne stworzone przez Al

ZE = (-=1,1)(audyt mec. Zimne Espresso );
IA = (-1,0.8;0,0.2)(audyt mec. Iced Americano );

LT = (-1,0.2;0,0.8)(audyt mec. Latte );

Audyty mec. Zimne Espresso, mec. Iced Americano i mec. Latte sq loteriami prostymi,
czyli sq elementami L. Loteria zloZona reprezentujgca algorytm wyboru ma postaé L=

(ZE,0.2;1A,0.5; LT,0.3). Losowanie odbywa sie zatem dwustopniowo:
1. Losowanie audytora ze zbioru {ZE, 1A, LT};
2. Wyznaczony audytor “losuje” wynik ze zbioru {—1,0}:

(a) ZE wybiera —1 z prawdopodobienstwem 1: P(ZE = —1) = 1;

(b) IA wybiera —1 z prawdopodobieristwem 0.8, natomiast 0 z prawdopodobieri-

stwem 0.2, czyli P(IA=—-1)=08=1—- P(IA=0);
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(¢c) LT wybiera —1 z prawdopodobieristwem 0.2, natomiast 0 z prawdopodobieri-

stwem 0.8, czyli P(LT = —-1) =02=1— P(LT =0).

Definicja 10 (Redukcja loterii ztozonej). Niech Ly, Lo, ..., Ly € L bedg loteriami pro-
stymai postact

Lj::(al,qg;QQ,qg;---,aN,ng) j:1a27"'7N

i miech L bedzie loterig ztoZong postaci
L= (L1,q1; Lo, @23 -3 L, ).

Redukcjq loterii ztozonej (ang. simplification of compound lottery), to loteria prosta
postaci

m(f}) = (a1,71; Q2,725 .. .5 Ap, Ty),

gdzie
N .
=D 4
j=1
Réznica miedzy loterig ztozona a jej redukcji prowadzi do tego samego rozktadu na wy-

nikach z X.

Uwaga 2. Niech L i L bedq loteriami postulowanymi w Definicji . Roznica miedzy L

i m(L) polega na interpretacji operacji losowania:

1. Loteria ztozona L prowadzi do dwustopniowego losowania: najpierw wybieramy lo-

sowo loterie prostq, a potem z wybranej loterii wybieramy losowo wynik.

2. Redukcja loterii ztozonej prowadzi do natychmiastowego losowego wyboru wyniku

zgodnie ze wzorem na prawdopodobienstwo catkowite.

Pokazemy, Zze L i m(f}) prowadzqg do tego samego rozktadu na wynikach. Jesli Y to
zmienna losowa wybierajgca wynik przy dwustopniowym losowaniv L:= (L1,q1; Lo, qo; - - - Ln, qn ),
wtedy ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite
N N
P(Y =ay) =Y _ P(Y = ay|Loteria j)P(Loteria j) = > ppq; = &
; =

Jj=1

13



czyli rozktad Y jest tozsamy z loterig m(f})
Ponizszy przyktad pokazuje jak dziata redukcja loterii.
Przyktad 4 (Audyt w urzedzie C.D.). Znajd? redukcje loterii z Przyktadu @

Rozwigzanie. Generalnie kierownika urzedu, ktory jest audytowany interesuje wynik
audytu, a nie to, ktory audytor wpisal uchybienie do raportu. Mozemy zatem
uproscic loterie ztoZong do loterii prostej, obliczajgc prawdopodobienstwa poszczegolnych
wynikow audytu. Niech A oznacza zmienng losowq oznaczajgeq wynik audytu. Przypo-

mnijmy, ze loteria ma postaé

ZE = (-1,1)
L=(ZE,02;1A,0.5;LT,0.3), gdzie TA = (—1,0.8;0,0.2)
LT = (—1,0.2;0,0.8).

Mamy wiec

P(A=-1) = P(A=—-1ZE)P(ZE)+ P(A= —1|IA)P(IA) + P(A = —1|LT)P(LT)

= 024+08%0.54+02%0.3=0.2+40.44 0.06 = 0.66.

Zatem P(A = 0) = 0.34. Czyli réwnowazna prosta loteria to m(L) := (—1,0.66;0,0.34).

3 Aksjomaty von-Neumana-Morgensterna

Za prekursoréw teorii gier uznawani sa John von-Neumann (1903-1957) - amerykansko-
wegierski matematyk, fizyk, informatyk i inzynier chemik, oraz Oskar Morgenstern (1902-
1977), niemiecki ekonomista, ktérzy rozwazali teorie oczekiwanej uzytecznosci.

Na preferencjach na loteriach ze zbioru O sformutujemy i oméwimy aksjomaty von-
Neumanna - Morgensterna. Zaczniemy od Aksjomatu Ciaglosci i Aksjomatu Monotonicz-

nosci.
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Aksjomat 1 (Ciagloéé). Dila dowolnych wynikéw xq,x9,x3 € X, takich, Ze x1 = xo = x3,

oraz Ty = w3, istnieje liczba o € [0, 1] taka, ze

To & (1, ;23,1 — ).

Aksjomat 2 (Monotonicznosé). Niech «, 8 € [0,1]. Dla dowolnych wynikéw x1,z2 € X
takich, zZe x1 > xo

(I’l,a;$271—a)j(171,5;1'2,1—6) <~ CY<B

Aksjomat Monotoniczno$ci mozna sformutowaé alternatywnie.

Lemat 1. Jesli preferencje <€ 11 spetniajq Aksjomat Monotonicznosci, to dla dowolnych
statych o, 5 € [0,1] i dla dowolnych wynikow x1,xo € X takich, ze x1 > xs zachodzi
réwnowaznosc

(%1,0@1’2,1—06)%(xl,ﬁ;l’g,l—ﬁ) <~ Oé<ﬁ'

Dowdd. W pierwszym kroku zaktadamy (z1, a; e, 1 — a) < (21, B; 22,1 — §) Zatézmy dla
dowodu nie wprost, ze o > [. Z Aksjomatu Monotonicznosci wnioskujemy wtedy, ze
(x1,05x9, 1 — ) = (x1, 5; 22,1 — [3), co przeczy zalozeniu. Sprzecznosé dowodzi, ze a < f3.

Dowodzac w druga strone zakladamy, ze a < 3. Dla dowodu nie wprost, zatdézmy, ze
(x1, ;29,1 — ) = (21, B; 22,1 — 3). Aksjomatu Monotonicznosci wnioskujemy wtedy, ze

a > 3 co przeczy zalozeniu. Zatem (x1,a; o, 1 — «) < (21, 8529, 1 — f3). H

Ponizsze twierdzenie pokazuje, ze gdy dodatkowo zalozymy aksjomat Cigglosci, teza i

zalozenie Lematu [I] sa réwnowazne.

Twierdzenie 3. Zaloimy, zZe preferencje <€ Il spelniajg Aksjomat Monotonicznosci i
Ciggtosci. Wtedy dla dowolnej trojki x1,x9,x3 € X takiej, Ze x4 = xo > x3 takich, ze

x1 > x3, stala o definiujgca Aksjomat Cigglosci jest wyznaczona jednoznacznie.

Dowadd. Zatézmy, ze

Ty = Ty >~ Ty, Oraz Ty > I3.
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Z Aksjomatu Ciagtosci istnieje o € [0, 1] taka ze
To ~ (1, ;23,1 — ). (1)
Zat6zmy dla dowodu nie wprost, ze istnieje rowniez inna stata 5 € [0, 1] taka, ze § # «
Ty ~ (71, B; 13,1 — ). (2)
Bez straty ogélnosci zatdézmy, ze o < . Wtedy jednak Lemat [1] daje
(21, 23,1 — ) < (21, B 23,1 — B),

CO przeczy i . O

Aksjomat 3 (O redukcji loterii ztozonej). Niech Ly, Lo, ..., Ly € L bedg loteriami pro-

stymi 1 niech L bedzie loterig ztoZong postaci
L= (L, qi; Lo, go; -3 L, qw)-
Jesli m(L) jest redukcjq loterii L, to

Kolejny przyktad pokazuje jak dziataja Aksjomaty o Ciagtosci i o Redukcji.

Przyktad 5 (Audyt w urzedzie C.D.). Powrdémy do Przykladu @ Zavwazmy, ze dla
X = {-1,0}, loterii prostych ZE,IA, LT € L i loterii L = (ZE,qi; 1A, q2, LT, q3)

prawdopodobienstwo znalezienia i raportowania nieprawidtowos$ci wynosi

p; = P(A=—1) =q +0.8¢2 + 0.2¢5.
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Przyjmijmy, ze preferencje dla kontrolowanego < sq zdefiniowane nastepujgco:
Ly = Ly wtedy i tylko wtedy gdy Pi, 2 Phy

Kontrolowany chce ukryé swoje bledy. Najbardziej preferowana loteria to zatem ZE <
IA < LT, bo pzg = 1,pra = 08, prr = 0.2. Obliczymy « € [0,1] dla ktérej TA =~
(LT, a; ZE, 1—a) := L*, a wiec wykazemy, ze Aksomat Cigglosci dziata w tym przypadku.
Innymi stowy kontrolowany powninien byc obojetny miedzy pewnym wyborem mec. Iced
Americano i losowego wyboru miedzy mec. Zimne FEspresso i mec. Latte. Znajdziemy
takie a. Oczywiscie

pra =08 oraz pj.=1—a+al.2.

Mamy wiec
1
l-a4+a02=08=08a=02a= 1 = 0.25.

Stqd
[A ~ (LT,0.25; ZE, 0.75).

Czyli majgc dwa algorytmy wyznaczania adytora, pewny audyt mec. Iced Americano i
losowy wybor miedzy mec. Latte a mec. Zimne Espresso, kontrolowany bedzie obojetny
jesli mec. Latte zostanie wybrany z prawdopodobienstwem 0.25, a mec. Zimne Espresso z
prawdopodobienstwem 0.75.

Znajdziemy teraz redukcje loterii (LT,0.25; ZE,0.75). Przy takiej loterii prawdopodo-

biensteo wykrycia nieprawidtowosci:
P(A=-1)=025%0.2+0.75=0.8,

czyli (—1,0.8;0,0.2) = I A zatem loteria IA upraszcza loterie ztozong (LT, 0.25; ZFE,0.75).
Faktycznie 1A ~ (ZFE,0.75; LT, 0.25).

Ponizej ostatni aksjomat von-Neumanna-Morgensterna.

Aksjomat 4 (Zastepowalnos¢). Niech Ly, Lo, ..., Ly € L bedg loteriami prostymi i niech
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M € L bedzie loterig prostq takq, Ze Ly =~ M dla pewnego j = 1,2,...,N. Wtedy

(L1’P1;L27P2; .- -;Ljapji .. -,LN,pN) ~ (Ll,pl;L2,p2; .. -;M>Pj; ce >LN7pN)-

Aksjomat o Zastepowalnosci oznacza, ze loterie obojetne z punktu widzenia preferencji

decydenta mozna wzajemnie zastepowaé w loteriach ztozonych, mimo ze moga si¢ one

réznicé.

| MEC. ICED AMERICANO | ™ &

MEC. MACCHIATTO

utalmamy uchybjenie Widze tu kilka rzeczy,
w procedurze. Zgodnie 2 A
z przepisami powinno by¢ 1&;);]? l:“n?eg:{:‘i’l:g: lepiej
inaczej. Biorac pod uwage N ol
okolicznosci, uznaje to ! y ‘a pr: nyZ_OSF prosze
tylko tym razem. g OT‘JZUPE nienie.

Nastepnyrp razem - i?bl:clzgrtr;go

bede musiat to ujaé¢ = Pt

‘W raporcie. " 8

WYNIK AUDYTU WYNIK AUDYTU <
Nigscvicedaonouchybicdinymagancith Nie stwierdzono uchybieft wymagajacych
psciapraporic . | ujeciaw raporcie.

UWAGI
Stwierdzono nieprawidiowosé w procedurze uvaCcK
(brak wiasciwej dokumentacji).

Wskazano obszary wymagajace poprawy
Ze wagledu na okolicznosci odstapiono dokumentacji. -

od jej ugcia w raporcie. Zaleca si¢ ich uzupelnienie w najblizszym czasie.
Zaleca si¢ niezwloczne dostosowanie procedur.

Obecne ustalenia nie wymagaja dalszych dzialafi.

Rysunek 3: Inny sposéb komunikacji. Efekt koncowy ten sam. Postacie fikcyjne stworzone
przez Al

Przyktadowo dwaj audytorzy maja odmienne style komunikacji z kontrolowanym, ale
stawiajg identyczne wymagania i sg przez niego oceniani jednakowo. 7 punktu widzenia

jego preferencji nie ma wiec znaczenia, ktéry z nich przeprowadzi kontrole (patrz ilustracja

powyzej).

4 Istnienie uzytecznosci na loteriach

Przypomnijmy, zbiér wynikéw na X = {aj,as,...,a,}. Niech £ bedzie zbiorem loterii

ztozonych.

Definicja 11. Mowimy, ze u : £ — R jest funkcjg uzytecznosci na £ reprezentu-
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jacag preferencje < jesli

A

IA/Q = U<I/\11) < u(Lg)

A

VL €L Lo crln

Definicja 12. Mowimy, zZe funkcja uzytecznosci reprezentujgca preferencje u : £ +— R

jest linowa jesli dla kazdej loterii zlozonej L = (L1,q15 L2, q2; - .3 Ln, qn)
u(f)) = q1u<L1) + q2u<L2) +...+ qNu(LN). (3)
Kolejny lemat pokazuje, ze przy zatozeniu Aksjomatu o Redukeji, do wykazania liniowosci

wystarczy uzytecznosci wystarczy wykazac¢ liniowos¢ na loteriach prostych.

Lemat 2. Niech <€ Il spetnia Aksjomat o Redukcji © zatoimy ponadto, ze u : £ +— R
reprezentuje tq uzytecznosé. Jesli dla kazdego (p1,...,pn) € Ap i L = (a1,p15. .., Gn, Pn)
zachodzi

u(L) = pru(ar) + paulaz) + ... + ppulay),
to u jest uzytecznoscig liniowg.

Dowod. Niech

L= <L17q1;L27q2;"';LN7QN)7

oraz niech

L] = (al,p{; .. ,an,pfl)

Wtedy z liniowosci na loteriach prostych mamy

S (L) =0, kipf;uw -3 z gyphular). (4)

7 definicji, redukcja loterii L spetnia

m(ﬁ) = (a17rl; e ';a’rwrn)v
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gdzie
N .
"R =D ¢
j=1
Zatem z liniowosci o na loteriach prostych zastosowanej do m(f)), oraz z mamy
n N

= Z reu(ay) = Z Z qJPkU ay) =
k=1

k=1j=1 i

™M=

n N
> giphular) = > qu(L;)
j=1

k=1

Il
—_

Z Aksjomatu o Redukcji wiemy, ze u(m(L)) = u(L), stad mamy . Zatem u jest

liniowa. o
Sformutujemy gltéowne twierdzenie.

Twierdzenie 4 (Uzyteczno$é von Neumanna-Morgensterna). Zaldzmy, ze preferencje <€
IT spetniajg Aksjomaty von Neumanna-Morgensterna. Wtedy istnieje liniowa uzyteczno$c

na £ reprezentujgca <.

Dowdd. Poniewaz numeracja elementéw z X moze zosta¢ dowolnie ustalona, bez straty
ogbdlnosci zaktadamy a1 < as <X ... X a,. Zakladamy réwniez, ze a; < a,. Przypadek

a1 =~ a, zostanie rozpatrzony na koniec.

1. Niech a; € X bedzie dowolnym wynikiem. Wtedy z Twierdzenia |3| wynika, ze

istnieje o taki, Zze speliony jest warunek

ap = (an,a®;ay,1 — aF).

2. Niech L € . bedzie postaci L = (L1,q1;-..;Ln,gn), dla L; = (al,p{; e, D).
Dla

TR = Pk + -+ Qnpy,

definujemy
u(f}) =rial + 1+ .. 0"

W szezegblnosei prosta loteria L := (L, 1) postaci L = (ay,p1;az,po;-..;n, Pn)
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spelia warunek: r, = pp i wtedy
uw(L) = prat + paa® + ...+ ppa; (5)

. Pokazemy, ze kazda zlozona loteria Ley spetnia,
L~ (ap,u(L);a1,1 —u(L)).

Niech I = (L1,q1: L2, qo2; .., Ln,gn), L; = (al,p{;ag,p%; c an,pﬁ;) i jak poprzed-
nio

TR = qlp,i + Qsz +...+ QNpI]cV gdZie (k - 172’ ’n)

7 Aksjomatu o Redukcji
L& (a1,m1; 02,725 . Gy ).

Oznaczmy My, = (a,,a”;a;,1 — oF) i z definicji of, ap = (ax, 1) & Mj. Aksjomat o

Zastepowalnosci zastosowany n krotnie do powyzszej relacji daje po kolei:
(a1,71;a9,79; . .. s Qny o) & (M, 71509, 79; .5 Uy 1) R oo & (My,ry; Moy ros .o My, ry).

Zatem

A

L~ (My,r; Ma,ros .. s My, ry) i= I

Loterie na My, My, ..., M, sa skupione na {a,,a;}, stad m(f/) tez koncentruje sie

na {a,,a;}. Wtedy prawdopodobienstwo, ze m(ﬁ’ ) da a,, wynosi

r* = rat+ra+ ..+ rat
= ru(ay) + rou(az) + ... + rpulay)

= u(ay, ;09,7953 Ay ) = u(L).

Otrzymujemy m(L') = (an,u(L);a1,1 — u(L)). Poniewaz L' ~ L, Aksjomat o
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Redukcji daje

L~ (ap,u(L);ay,1 —u(L)).

. Pokazemy, ze u jest funkcja uzytecznosci. Niech Ly < L. Wtedy z poprzedniego

punktu wiemy, ze

A A

((ln,'LL<L1); ai, 1— u(ﬁl)) ~ Z/\—Jl j iQ ~ (an,u(Lg);al, 1— u(ﬁg))

Z Aksjomatu Monotonicznosci, powyzsza relacja (miedzy skrajnymi wyrazami) im-
plikuje u(Ly) < u(L,). Odwrotnie, zatézmy, ze u(Ly) < u(Ly). Wtedy Aksjomat

monotonicznosci daje

A A A A

(an,u(Ly);ar, 1 —u(Lly)) < (an,u(Lo);a1,1 — u(Ls)).

Stad i z poprzedniego punktu wiemy, ze

A A A A

f/l ~ (an7u(L1);a17 1 - u(-[/l)) j (a'nau(LQ); ai, 1 - U/([A/Q)) ~ L27

czyli El =< ﬁg;

. Na koniec pokazemy, ze uzytecznos¢ u jest liniowa. Dla wyniku a; mozna przypisac
loterie prosta (ax, 1), stad z dla ciagu (p1, ..., p,) takiego, ze p, = 11ip; =0 dla
j # k mamy u(ay) = oF. Stad z mamy

u(L) = pru(ar) + pau(az) + . .. + pau(an).

Z Lematu [2| wynika, ze u jest uzytecznoscia liniowa.

Zatozmy teraz, ze a; = a,. kazdy wynik a; byltby tak samo preferowany i wystarczy-

toby zdefiniowaé funkcje statg jako uzytecznosé. Zatem dla k = 2,...,n — 1 mamy

a; 2 ap = ap 2 aj.
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7. przechodniosci relacji wynika zatem, ze ap = ay. ZaktadaliSmy réwniez, ze ap > ay.
Stad ar =~ a;. Podobnie wykazujemy ap ~ a,. Z Faktu 2] wynika, ze & jest relacja
przechodnia. Stad wszystkie elementy X sa tak samo preferowane. Wezmy dowolng
loteri¢ prosta L = (a1,p1;...;an,pn). Stosujac n — 1-krotnie Aksjomat Zastepowalnosci

do a; i a; po kolei dla j > 1 mamy

L= (a1,p1;-..;0n,Pp) = (G1,p1;-..101,Pn) = (ala ZPk) = (ay, 1),
P

czyli ponownie z Faktu [2| kazde dwie loterie proste sa obojetne. Podobnie pokazemy, ze
kazde dwie loterie ztozone sa obojetne. Stad wystarczy przyja¢ dowolng funkcje staty i

bedzie ona liniowa funkcja uzytecznosci. O

Uwaga 3. Jesliu : £ — R jest uzytecznosciq reprezentujgcg preferencie <, av:R+— R
jest dowolng Slisle rosngcq funkcjg, to v o u(-) rédwniez jest uzytecznosciq reprezentujgcq
preferencje <, choé niekoniecznie jest liniowa, nawet wtedy gdy u(-) jest liniowa. Nato-
miast jesli u : £ — R jest lintowq uzZytecznosSciq reprezentujgcqa preferencje <,

av(x)=Ax+ B dla A>0 1B €R to uiytecznosé
vou(x)=Au(x)+ B

rowniez jest liniowq uzytecznosciq reprezentujqgcq preferencje <.
Twierdzenie [4] implikuje nastepujaca wtasnosc.

Twierdzenie 5. Zalozmy, Ze preferencje <€ Il spelniajq sq¢ Aksjomaty von Neumanna-

Morgensterna. Wtedy dla dowolnej pary loterii Ly, Ly € L podany warunek
Ly < Ly
jest spetniony wtedy 1 tylko wtedy gdy dla dowolnej loterii M € L i« € (0,1) mamy

(Ll,O[;M,]_—OZ)‘<(L2,CY;M71—C¥). (6)
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Dowdd. Twierdzenie |4 gwarantuje istnienie liniowej uzytecznosci v na .. Niech L; =
(a1,pl; .. an,pl)dlaj =1,21i M = (a1, m1;. .. an, ). Dlaloterii Q; = (Lj,os M, 1-a)

rozpatrujemy redukcje w postaci m(Q;) = (a1, iy an, 1), gdzie
rl = apl + (1 — a)m.

Zatem z Aksjomatu o Redukeji i z liniowos$ci v mamy

n

Q) =ulm(@) = 3 riuta) = Slopl + (1 - @)miulas)

= Q;Piu(ak) +(1—«a) 1; mu(ag)

= ozuZLj) + (1 — a)u(M).

Stad z warunku L; < Lo, ktéry jest réwnowazny warunkowi u(L;) < u(Ls), wynika, ze
u(@Q1) < u(Q2), czyli Q1 < Q2 niezaleznie od loterii M. Odwrotnie, z Q1 < (2, co jest
réwnowazne u(Q1) < u(Q2) wynika u(Ly) < u(Ls), czyli L1 < Lo. O

5 Dyskusja o aksjomatach

Matematyczna elegancja aksjomatow von Neumanna—Morgensterna nie przesadza o ich
zgodnosci z rzeczywistymi zachowaniami. Liczne obserwacje pokazuja, ze decyzje podej-
mowane w warunkach niepewnosci moga narusza¢ te aksjomaty. Przedstawione zostang

przyktady z literatury, a na koncu takze ponownie Przyktad [3]

Przyktad 6 (Paradoks Allais). W swoich badaniach Allais analizowal 4 loterie:
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Ly = (Imlin, 1),

Ly = (5mln, 0.1; 1min, 0.89; 0,0.01),
Ls = (1mlin,0.11;0,0.89),
Ly=(

5min,0.1;0,0.9).

Wyniki wskazujg

Li =Ly oraz Ly~ L3.

Ale to przeczy istnienia uzytecznosci von-Neumanna i Morgensterna w tym problemie.
Uzasadnimy ten fakt. Zalozmy, Ze Ly = Lo @ Ze gracze grajg zgodnie z uiytecznoscig

von-Neumanna-Morgensterna. Wprowadimy loterie pomocnicze

1 1
K= (5mln, —O;O

11 ’11)7 01 = (Imin, 1) oraz = (0,1).

Zauwazmy, ze loterie mozna wyrazic¢ jako

L1 = (51,011,51,089),
Ly =~ (K,0.11;07,0.89),

Stosujgc Twierdzenie [5, wnioskujemy, ze poniewaz Ly > Lo, musi byé réwniez zaleznosé

01 = K. Druga para to

L3 ~ (50, 089, (51, 0]_1),
Ly = (80,0.89; K,0.11).
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Wezesniej ustalilismy, ze 6, = K wigc ponownie z Twierdzenia [5 wnioskujemy Ls > Ly,
co przeczy eksperymentowi Allais. Zatem eksperyment Allais wskazuje, zZe wielu graczy

nie zachowuje sie zgodnie z aksjomatami von-Neumanna-Morgensterna.

Mogt zajsé¢ nastepujacy mechanizm.
e Gracze nie chcieli ryzykowadé utrate pewnego miliona na rzecz 5 mln.

e Gdy jednak dochodzi dodatkowe ryzyko przegranej w obu wariantach, mozliwos¢

wygrania 5 mln, byta wystarczajaca motywacja do zmiany preferencji.

Wracamy do przyktadu z audytem.

Przyktad 7 (Audyt w urzedzie, c.d.). Zgodnie z Przykladem @ mamy preferencje
ZE <TA<LT.
W przykladzie 3, w ktory, kontynuowano rozwazenia Przykladu[3 wykazano

IA ~ (LT,0.25; ZE,0.75).

Ponizej ilustracja graficzna obu sposobow wyboru.

o Deterministyczny wybor [ A:

1

[ Iced Americano (IA)]

0.8 0.2

[ Pozytywny mport]

[ Negatywny mport]

o Losowy wybor miedzy LT i ZE z prawdopodobienstwami odpowiednio 0.25 7 0.75:
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0.25 0.75

Latte (LT) [Zimne Espresso (ZE)]

1

[ Negatywny mport] [ Pozytywny mport] [ Negatywny mport]

Zgodnie z aksjomatem redukcji loterii ztoZonych decydent powinien bycé obojetny miedzy
proceduramsi losowania prowadzgcymi do tego samego rozkladu prawdopodobienstwa wyni-
kow koncowych.

W praktyce jednak tak byé nie musi. Dla kierownika znaczenie moze mieé¢ nie tylko
ostateczny wynik audytu, lecz takie moment, w ktorym dowie sie, kto przeprowadzi kon-
trole. Moze on preferowac wczesniejsze rozstrzygniecie niepewnosci, nawet jesli nie zmie-
nia ono prawdopodobienstw poszczegolnych wynikow. Inna osoba moze natomiast prefe-
rowac pozniejsze rozstrzygniecie, poniewaz pozwala ono dituzej zachowaé nadzieje na ko-
rzystny wynik. Nie mozna zatem traktowadé aksjomatow jako pewnik w kazZdej

mozliwej sytuacji.
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