Koalicje i podziat zyskéw

27 stycznia 2023

Teoria gier



Przypomnijmy

Gra w jest w postaci funkcji charakterystycznej (N, v):
© Zbior graczy to N = {1,2,...,n};
@ Kazdy podzbiér S C N, (réwniez pusty) nazywamy kolalicja, a
N nazwiemy Wielka Koalicja;
@ v(S) oznacza wartos¢ koalicji S:
o () =0 - koalicja pusta nie ma zadnej wartosci (nikomu nie
zaszkodzi i nikomu nie pomoze);
o (Superaddytywnos¢) Jesli Sy C N i Sy C N,oraz S55NS =0
to (51U S2) > v(51) + v(S2) (potaczenie sit nie zaszkodzi, a
moze nawet pomac).
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Przypomnijmy

Pytania:
@ Jakie koalicje moga by¢ zawarte i jakie beda trwate?
@ Jak sprawiedliwie podzieli¢ zyski miedzy koalicjantéw?

© A w ogéle co to znaczy "sprawiedliwie”?
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Przypomnijmy

Niech (x, ..., xn) bedzie alokacja Wielkiej Koalicji. Podstawowe
cechy sprawiedliwego podziatu to:
e Racjonalnoé¢ indywidualna: x; > v({i}) dla wszystkich i (w
przeciwnym razie gracz i wyjdzie z koalicji);
n
e Racjonalno$¢ grupowa: v(N) = > x; (np. w panstwach
i=1
skorumpowanych ta cecha nie wystepuje);
Alokacje o powyzszych cechach nazywamy imputacja.

e Racjonalnos¢ koalicyjna dla wszystkich koalicji S C N:
ZX,‘ > V(S),
i€S
w przeciwnym razie, koalicja S opusci Wielka Koalicje i gracze
z S na tym zyskaja.

Zbiér imputacji o powyzszej cesze nazywamy rdzeniem.
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Przypomnijmy

@ Rdzen moze by¢ pusty
e podziat dolara: koalicjanci proponowali alokacje odbijajac sie
od sciany do sciany np. (1/2,1/2,0), (0,1/2,1/2) i
(1/2,0,1/2), ale nigdy nie osiagneli porozumienia;
o "sprawiedliwy"podziat dolara to (1/3,1/3,1/3) okazat sie nie
do utrzymania.

o Twierdzenie Bondarjewa stanowi kiedy rdzen jest niepusty.
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Aksjomaty Shapleya

Dla kazdej gry (N, v) szukamy "sprawiedliwej’ alokacji
(X1 ooy Xn) = (P1(V), D2(V), ..., Pn(V))

@ Zmienna jest tu v, a zbiér graczy jest ustalony.

o Zatem kazdej dla wartosci gry v obliczamy pewna alokacje.
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Aksjomaty Shapleya

Kilka poje¢

@ Gracze i € N ij € N sa symetryczni jesli dla kazdej koalicji
C C N takiej, ze i¢ Sij ¢S5,

v(SU{i}) =v(SU{j}),

czyli maja identyczny wktad dla kazdej koalicji;
@ Gracz i € N jest nieistotny jesli dla kazdej koalicji S C N,

v(S) =v(S\ {i}),

czyli taki gracz, ktéry nic nie wnosi do zadnej koalicji.
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Aksjomaty Shapleya

Definicja

Dla dwéch gier w postaci charakterystyczneych (N,v1) i (N, v7)
definiujemy sume gier (N, v; + 1) w naturalny sposéb:

(r1 + 12)(S) == 11(S) + 2(S),

dla wszystkich S € N;

Uwaga
Suma gier superaddytywnych jest superaddytywna.
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Aksjomaty Shapleya

Przez alokacje zawsze rozumiemy podziat (x1, x2, ..., X,) taki, ze

i: xi = v(N).
i=1

Aksjomaty Shapleya

Sprawiedliwe alokacje w Wielkiej Koalicji powinny spetniaé
nastepujece aksjomaty:
© Indywidualna racjonalnos¢: dla kazdego i, ¢;i(v) > v({i});
@ Brak dyskryminacji: niech /,j € N beda graczami
symetrycznymi. Wtedy ¢;(v) = ¢;(v);
© Wynagrodzenie wytacznie za wktad: jesli gracz i jest
nieistotny, to ¢;(v) = 0.
© Addytywnosé: ¢;(v1 + v2) = ¢i(v1) + ¢i(12).
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Aksjomaty Shapleya

Podziat dolara
Podziat dolara dla Adama (a),Boba (b), Charliego:

v({a}) = v({b}) = v({c}) =0,
oraz
v({b,c}) =v({a,c}) =v({b,c}) =1
Z aksjomatéw Shapleya, Adam (A), Bob (B) i Charlie (C) powinni
otrzymacé po réwno, poniewaz sa parami symetryczni:
@ Adam i Bob sa symetryczni: jedyne koalicje bez nich to () i
{C}. Poniewaz v({a}) = v({b}) = 0 oraz
v({c,a}) = v({c, b}) = 1, zatem Adam i Bob sa symetryczni,
wiec otrzymuja po réwno.
@ Podobnie wykazemy, ze Bob i Charlie sa symetryczni, zatem

réwniez otrzymaja tyle samo, zatem (1/3,1/3,1/3) to jedyny
sprawiedliwy podziat dolara.
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Aksjomaty Shapleya

Twierdzenie

Istnieje jedyna alokacja spetniajaca Aksjomaty Shapleya i wyraze sie
wzorem:

¢i(v) :% Y (SI=1)(n—ISDI(S) = v(S\ {i})],

" {S:ieS}

dla dowolnego i € N, gdzie |S|- moc zbioru S.
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Wartos¢ Shapleya

Konstrukcja kombinatoryczna

Gracze dotaczaja po kolei do koalicji. Mozliwosci jest n!, a
kolejnosé jest losowa.

e Ustawiamy losowo graczy w ciag (na n! sposobéw.)

e Dla ustalonej permutacji {1, iz, ..., in} kazdy z graczy jest
wynagradzany w zaleznosci od wniesionego wktadu: gracz iy
otrzyma v({i }), gracz ip otrzyma v({i, i}) —v({i}), ... ,
gracz iy otrzyma v({i, iz, ..., ik }) — v({i1, 2, ey ik—1}),--., @
gracz ip otrzyma v(N) — v(N\ {in});

@ Wartos¢ Shapleya to wartos¢ oczekiwana wynagrodzenia dla
kazdego gracza, przy zatozenia, ze kazda permutacja jest
jednakowo prawdopodobna.(VERTE)
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Konstrukcja kombinatoryczna

Wyprowadzenie wzoru:

o Zdarzenie &;(S) oznacza, ze i otrzymat wyptate za dotaczenie
jako ostatni do koalicji S;

o S+ {&(S): i€ S} rodzina zbioréw roztacznych: S; # S
wtedy 5,'(51) N 5,'(5) =0,

@ Oczekiwana wyptata dla / to

Ed; = ) E[®i|&(S)IP(Ei(S))
S:ieS

(VERTE)
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Konstrukcja kombinatoryczna

Wyprowadzenie wzoru:
e Zdarzenie &;(S) zajdzie na (|S| — 1)!(n — |S])! sposobéw
e poprzednicy z S moga zmieni¢ kolejnos¢, ale nadal musza sta¢
przed i;
e nastepnicy sa juz spoza S i moga zmieni¢ kolejnos¢, ale nadal
musza stac za i;
o Czyli
S| —1)!(n — |S)!
n! i
o Ale E(9|&i(S)) =v(S) —v(S\ {i}) (prawie napewno);

e Mamy wiec wartos¢ Shapleya:

P((s)) = ¢

Eo; = Z E[®;|E(S)IP(Ei(S))

S:ieS
S (sl - 1):7(I” —1Y )~ s\ ).
S:ieS '
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Algorytm obliczania wartosci Shapleya

Na bazie konstrukcji kombinatorycznej
@ wypisujemy wszystkie mozliwe permutacje,
@ sumujemy wyptaty poszczegélnych graczy

@ dzielimy otrzymana wartos¢ przez n!
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Przyktad:

v(1) =v(2) =v(3) =0, v(12) =5, ¥(13) = 2, v(23) = 3,

v(123) = 6.
Kolejnos¢ Wktad 1 Wktad 2 Wktad 3
123 0 5 1
132 0 4 2
213 5 0 1
231 3 0 3
312 2 4 0
321 3 3 0
suma 13 16 7
W.Shapleya | 13/6 = 2.1666 | 16/6 = 2.666 | 7/6 = 1.1666
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Wartos¢ Shapleya a rdzen

Uwaga

Wartos¢ Shapleya moze, ale nie musi naleze¢ do rdzenia, nawet jesli
rdzen jest niepusty. Wykazemy, ze dla gry z poprzedniego slajdu:
v(1) =v(2) =v(3) =0, v(12) =5, ¥(13) = 2, ¥(23) = 3,

v(123) = 6, rdzen jest niepusty, ale nie zawiera wartosci Shapleya.
Rdzen spetnia

X + y + > 5 x>0
x + + z > 2, y>0

y + z > 3, z>0
X + y 4+ z = 6

,0), czyli rdzen jest niepusty, ale wartos¢
do niego nie nalezy. (VERTE)

Do rdzenia nalezy np. (3,
Shapleya (13/6,16/6,7/6

~ W
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Wartos¢ Shapleya a rdzen

e Wybdr (13/6,16/6,7/6) to rozwiazanie "sprawiedliwe”
nastawione na uczciwe wynagradzanie za wktad;

e Wybdr (3,3,0) to rozwiazanie "sitowe”, bo mimo gracz 3 wnosi
cos do koalicji, nie zostanie doceniony, bo nie ma sity przebicia.

Teoria gier



