
Wste�p do teorii u»yteczno±ci.

March 29, 2020

Ekonomia matematyczna



Funkcja u»yteczno±ci

Konsument

ma do dyspozycji n dóbr;

ka»de dobro i = 1, 2, . . . , n mo»e skonsumowa¢ w ilo±ci xi ≥ 0;

wektor (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn
+ nazywamy koszykiem

konsumpcyjnym;

ma przypisana� funkcje� u : Rn
+ 7→ R+ nazywana� funkcja�

u»yteczno±ci;

u(x1, x2, . . . , xn) nazywamy u»yteczno±cia�, lub poziomem

satysfakcji konsumenta z koszyka konsumpcyjnego

(x1, x2, . . . , xn);

zakªadamy, »e u jest rosna�ca wzgle�dem wszystkich

wspóªrze�dnych;
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Funkcja u»yteczno±ci

Generalnie, aby sensownie opisa¢ model konsumpcji dóbr nie

wystarczy, »eby u byªa rosna�ca z uwagi na naste�puja�ce zjawiska:

konsument nie ceni zbytnio dobra, którego ma pod dostatkiem,

nawet je±li jest niezbe�dne (np. ludzie wy»ej cenia� zªoto ni»

wode�);

ten sam transfer gotówki zrobi wie�ksze wra
enie na biednym, a

mniejsze wra»enie na bogatym: (np. dodatkowe 500 zª. zrobi

wra»enie na bezrobotnym, a nie zrobi wra»enia na prezesie

�rmy notowanej na GPW);

z tego samego powodu, gdy np. na rynku kraje zwie�kszaja�

wydobycie ropy, zwie�ksza sie� cena za baryªke�;

inaczej smakuje woda po spacerze po rozgrzanej ulicy, a

inaczej smakuje pod koniec przyje�cia lub bankietu, gdzie

wszystkiego byªo pod dostatkiem;
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Funkcja u»yteczno±ci

Powy»sze zjawiska prowadza� do sformuªowania naste�puja�cego

postulatu.

Postulat

Mamy jedno dobro w ilo±ci x . Maja�c okazje zwie�kszy¢ konsumpcje�

o poziom ∆, wzrost poziomu satysfakcji u(x + ∆)− u(x)
powinien male¢ wraz z x .
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Funkcja u»yteczno±ci

Funkcja liniowa u(x) = a x nie speªnia ww postulatu, bo

u(x + ∆)− u(x) = a∆,

czyli wzrost poziomu satysfakcji nie zale»y od ilo±ci dóbr,

które konsument dota�d konsumowaª, a jedynie od

wzrostu konsumpcji;

Funkcja kwadratowa u(x) = ax2 równie» nie speªnia postulatu,

bo

u(x + ∆)− u(x) = a∆(2x + ∆),

bo tu jest na odwrót: wzrost poziomu satysfakcji ro±nie

wraz ze z ilo±cia� dotychczasowego stanu posiadania;

Ale u(x) =
√
x (podobnie jak ka»da inna funkcja ±ci±le

wkle�sªa) speªnia postulat, poniewa»

u(x+∆)−u(x) =
√
x + ∆−

√
x =

∆√
x + ∆ +

√
x

maleje z x .
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Kra«cowa u»yteczno±¢

Dla ustalenia uwagi przyjmijmy u : R+ 7→ R+ oraz, »e jest to

funkcja ró»niczkowalna.

Kra«cowa u»yteczno±¢

u′(x) jest nazywana kra«cowa� u»yteczno±cia� z konsumpcji dobra

w ilo±ci x . Kra«cowa� u»yteczno±cia� oznaczymy jako mu(x)

Zachodzi

u(x + ∆)− u(x) = u′(x)∆ + o(∆) = mu(x)∆ + o(∆),

czyli

u(x + ∆)− u(x)

∆
≈ u′(x) = mu(x) gdy ∆ ≈ 0.
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Kra«cowa u»yteczno±¢

Interpretacja kra«cowej u»yteczno±ci

Gdy konsument decyduje sie�

na zwie�kszenie konsumpcji zasobów w ilo±ci x o kra«cowo

maªa� ilo±¢ ∆, to zmieni swoja� konsumpcje� o u′(x)∆;

Kra«cowa u»yteczno±¢ jest wie�c przej±ciem granicznym

wspóªczynnika proporcjonalno±ci mie�dzy zmiana� u»yteczno±ci

(poziomu satysfakcji), a zmiana� poziomu konsumpcji, gdy ta

zmiana jest kra«cowo maªa:

u′(x) ≈ u(x + ∆)− u(x)

∆
;

Matematycznie jest to pochodna.
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I Prawo Gossena

I Prawo Gossena

Kra«cowa u»yteczno±¢ z konsumpcji dobra w ilo±ci x jest ±ci±le

maleja�ca wzgle�dem x .
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Interpretacja i wnioski z I Prawa Gossena

Wyczerpany i spragniony konsument jest gotowy zapªaci¢ 5 zª

za maªa� szklanke� wody;

Po wypiciu wody, kolejna taka sama maªa szklanka nie robi ju»

na nim takiego wra»enia i be�dzie gotowy zapªaci¢ 1 zª.;

Funkcja u»yteczno±ci jest ±ci±le wkle�sªa.
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Interpretacja i wnioski z I Prawa Gossena

Je±li jednostke� dobra mo»na zakupi¢ po cenie p > 0, wtedy korzy±¢

dla konsumenta to u»yteczno±¢ minus koszty:

π(x) = u(x)− px .

Z I Prawa Gossena wynika, »e konsument zakupi tyle dóbr aby

kra«cowa u»yteczno±¢ z konsumpcji pokryªa sie� z cena�. (VERTE)
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Interpretacja i wnioski z I Prawa Gossena

Dla uzasadnienia, przyjmijmy »e mu(x∗) = p.

A je±li konsument kupi mniej ni» x∗

Gdy zakupi mniej ni» x∗, czyli x∗ −∆ (∆ > 0), z I Prawa Gossena

mu(x∗ −∆) > mu(x∗) = p.

Mamy wie�c:

π(x∗ −∆)− π(x∗) = −(u(x∗)− u(x∗ −∆))−mu(x∗)∆

≈ (mu(x∗)−mu(x∗ −∆))∆ < 0,

czyli zakupy w mniejszym wymiarze x∗ −∆ nie daja� konsumentowi

satysfysakcji. Ma przeczucie, »e nie zaspokoiª w peªni swoich

potrzeb.
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Interpretacja i wnioski z I Prawa Gossena

A je±li konsument kupi wie�cej ni» x∗

Gdy zakupi wie�cej ni» x∗, czyli x∗ + ∆ (∆ > 0), z I Prawa Gossena

mu(x∗ + ∆) < mu(x∗) = p.

Mamy wie�c:

π(x + ∆)− π(x) = −(u(x)− u(x + ∆))−mu(x)∆

≈ (mu(x + ∆)−mu(x))∆ < 0.

x + ∆ daje konsumentowi poczucie, »e kupiª wie�cej dobra ni»

naprawde� potrzebuje.
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Teoria u»yteczno±ci -poje�cia

Mamy n dóbr i funkcja u»yteczno±ci u : Rn
+ 7→ R jest ±ci±le rosna�ca.

Oznaczmy kra«cowa� u»yteczno±¢ z konsumpcji i tego dobra.

mui (x) =
∂u

∂xi
(x).

Funkcja u»yteczno±ci speªnia I Prawo Gossena gdy wszystkie mui sa�
±ci±le maleja�ce wzgle�dem xi . Ten warunek otrzymamy gdy

∂mui
∂xi

(x) =
∂2u

∂x2i
(x) < 0 dla wszystkich x1 > 0, . . . , xn > 0.
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I Prawo Gossena - przykªady

Przykªad

Podane funkcje u»yteczno±¢i speªniaja� I Prawo Gossena:

u(x1, x2) =
√
x1 +

√
x2,

bo
∂u2

∂x2
1

= −1

4
x
− 3

4

1
< 0, oraz

∂u2

∂x2
2

= −1

4
x
− 3

4

2
< 0.
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I Prawo Gossena - przykªady

Przykªad

Podana funkcja u»yteczno±¢i speªnia I Prawa Gossena:

u(x1, x2) =
√
x1x2,

bo

∂u2

∂x2
1

= −1

4

√
x2x
− 3

4

1
< 0, oraz

∂u2

∂x2
2

= −1

4

√
x1x
− 3

4

2
< 0.
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I Prawo Gossena - przykªady

Przykªad

Podana funkcja u»yteczno±¢i nie speªnia I Prawa Gossena:

u(x1, x2) = x1 + x2,

bo kran«cowe u»yteczno±ci

mu1 =
∂u

∂x1
= 1, oraz mu2 =

∂u

∂x2
= 1

sa� staªe.
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I Prawo Gossena - przykªady

Przykªad

Podana funkcja u»yteczno±¢i nie speªnia I Prawa Gossena:

u(x1, x2) = x1x2,

bo kra«cowe u»yteczno±ci sa� staªe wzgle�dem odpowiednich

wspóªrze�dnych

mu1 = x2, oraz mu2 = x2.

Innymi sªowy
∂u2

∂x2
1

=
∂mu2
∂x2

= 0.
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I Prawo Gossena - przykªady

Przykªad

Podana funkcja u»yteczno±¢i nie speªnia I Prawa Gossena

wzgle�dem dobra nr 1:

u(x1, x2) = x21 +
√
x2,

bo kra«cowa u»yteczno±¢ ro«ie wzgle�dem zmiennej x1

mu1 = 2x1,

Innymi sªowy
∂u2

∂x2
1

= 2 > 0.
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Krzywe oboje�tno±ci

Krzywe oboje�tno±ci

Krzywe oboje�tno±ci to zbiory punktów dla których u»yteczno±¢

jest taka sama:

Ik = {x ∈ Rn : u(x) = k}.

Przykªadowo, krzywe oboje�tno±ci dla u(x1, x2) = 4
√
x1 + x2 to:

Ik =
{

(x1, x2) ∈ R2

+ : 4
√
x1 + x2 = k

}
=
{

(x1, x2) ∈ R2

+ : x1 + x2 = k4
}
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Przerzedzaja�ce sie� krzywe oboje�tno±ci, gdy I Prawo Gossena

jest speªnione
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Krzywe oboje�tno±ci, a I Prawo Gossena -interpretacja

Sa�siednie krzywe oboje�tno±ci oddalaja� sie� od siebie wraz ze

wzrostem poziomu satysfakcji k ;

Zatem im wie�kszy poziom satysfakcji, tym trudniej osia�gna�¢

wy»szy poziom satysfakcji, bo potrzeba wie�kszych nakªadów

konsumpcyjnych.

Bogatego trudniej zadowoli¢ ni» biednego;

Przeciwne zjawisko zaobserwujemy dla krzywej

u(x1, x2) = (x1 + x2)4, która nie speªnia I Prawa Gossena, tu

krzywe sie� zage�szczaja� (VERTE).
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Zage�szczaja�ce sie� krzywe oboje�tno±ci, gdy I Prawo Gossena

nie jest speªnione -ilustracja
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Kra«cowa stopa substytucji

Kra«cowa stopa substytucji

Dla koszyka konsumpcyjnego x ∈ Rn, kra«cowa� stopa�

substytucji dobra i na dobro j nazywamy

Mi ,j(x) = −
muj(x)

mui (x)
.
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Kra«cowa stopa substytucji - ilustracja poje�cia

Mamy n dóbr, koszyk konsumpcyjny x = (x1, x2, . . . , xn) i ustalmy

dwa dobra i i j .

decydujemy sie� na zmiane� konsumpcji dobra i o ∆i i zmiane�

dobra j o ∆j ;

nowy koszyk konsumpcyjny

x ′ = (x1, x2, . . . , xi−1, xi+∆i , xi+1, . . . , xj−1, xj+∆j , xj+1, . . . , xn);

∆i i ∆j jest wybierana w taki sposób aby oba koszyki �stary� i

�nowy� byªy tak samo u»yteczne tzn. u(x) = u(x ′), czyli aby
byªy na tej samej krzywej oboje�tno±ci;

interesuje nas graniczna warto±¢ ∆i
∆j
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Kra«cowa stopa substytucji - ilustracja poje�cia

Mamy wie�c

0 = u(x ′)− u(x) = mui (x)∆i + muj(x)∆j + o
(√

∆2

i + ∆2

j

)
,

czyli
∆i

∆j
≈ −

muj(x)

mui (x)
.

Uwaga

Kra«cowa stopa substytucji to graniczna warto±¢ powy»szego

wyra»enia, czyli stosunku przyrostu dóbr i do j w taki sposób, aby

u»yteczno±¢ nie zostaªa zmieniona.
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II Prawo Gossena

Wprowadzenie:

konsument zamierza naby¢ koszyk dóbr (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn
+ z

których czerpie u»yteczno±¢ w wysoko±ci u(x1, x2, . . . , xn);

konsument nabywa jednostke� dóbra i po cenie pi
(i = 1, 2, . . . , n);

II prawo Gossena odpowiada na pytanie jak rozkªadaja� sie� ceny

dóbr w stosunku do kra«cowych u»yteczno±ci;
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II Prawo Gossena

II Prawo Gossena

W celu osia�gnie�cia maksymalnej korzy±ci konsument stara sie�

rozdzieli¢ ±rodki �nansowe na zakup poszczególnych dóbr, aby

stosunki ich kra«cowych u»yteczno±ci byªy równe stosunkowi ich

cen.
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II Prawo Gossena, a ceny dóbr

II Prawo Gossena oznacza, »e optymalny koszyk konsumpcyjny

x∗ ∈ R musi speªnia¢ równo±ci:

mui (x
∗)

muj(x∗)
=

∂u
∂xi

(x∗)
∂u
∂xj

(x∗)
=

pi
pj

dla i , j = 1, 2, . . . , n.
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II Prawo Gossena - ilustracja

Konsument zostaª obdarowany kwota� m > 0, która� w caªo±ci

przeznaczy na zakup dóbr i = 1, 2, . . . , n po cenach p1, p2, . . . , pn
wtedy maksymalizuje

u(x1, x2, . . . , xn)

przy ograniczeniach
n∑

i=1

pixi = m.
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II Prawo Gossena - ilustracja

Warunek konieczny dla optymalnego koszyka x∗ = (x∗
1
, . . . , x∗n ) jest

to»samy z ekstremum warunkowym i punktem siodªowym funkcji

Lagrange'a:

L(x , λ) = u(x1, x2, . . . , xn) + λ

(
m −

n∑
i=1

pixi

)

Po zró»niczkowaniu i przyrównaniu do 0, ∂L∂xi = 0 (i = 1, 2, . . . , n)
otrzymamy

∀i=1,2,...,nmui (x
∗) = λpi oraz

n∑
i=1

pix
∗
i = m.

co daje po podzieleniu stronami

mui (x
∗)

muj(x∗)
=

pi
pj
,

czyli II Prawo Gossena.
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Elastyczno±¢ u»yteczno±ci - konstrukcja

Niech u : R+ 7→ R+ be�dzie u»yteczno±cia� z konsumpcji jednego

dobra. Mamy dobro w ilo±ci x i okazje� do spo»ycia dodatkowej

ilo±ci dobra w wysoko±ci ∆.

Wzgle�dnym przyrostem konsumpcji nazywamy wielko±¢:

R∆
x :=

∆

x
.

Wzgle�dnym przyrostem u»yteczno±ci nazywamy wielko±¢:

R∆
u :=

u(x + ∆)− u(x)

u(x)
.
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Elastyczno±¢ u»yteczno±ci -de�nicja

Elastyczno±¢ funkcji

Wielko±¢

Eu(x) :=
xu′(x)

u(x)

nazywamy elastyczno±cia� funkcji u»yteczno±ci u z konsumpcji x .

Mamy wie�c

R∆
u =

u(x + ∆)− u(x)

u(x)
≈ u′(x)

u(x)
∆ =

xu′(x)

u(x)

∆

x
=

xu′(x)

u(x)
R∆
x

czyli

R∆
u = Eu(x)R∆

x

lub równowa»nie

Eu(x) ≈
u(x+∆)−u(x)

u(x)

∆
x

=
R∆
u

R∆
x

.
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Elastyczno±¢ u»yteczno±ci i kra«cowa u»yteczno±¢

Kra«cowa u»yteczno±¢ jest graniczna� warto±cia� stosunku

mie�dzy przyrostem u»yteczno±ci, a przyrostem

konsumpcji.

Elastyczno±¢ jest graniczna� warto±cia� stosunku mie�dzy

wzgle�dnym przyrostem u»yteczno±ci, a wzgle�dnym

przyrostem konsumpcji.
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Elastyczno±¢ u»yteczno±ci i kra«cowa u»yteczno±¢

Kra«cowa u»yteczno±¢ jest staªa dla funkcji liniowej

u(x) = ax i mu(x) = a

Elastyczno±¢ jest staªa dla funkcji pote�gowej, w szczególno±ci

dla funkcji Cobba-Douglassa u(x) = axα (α ∈ (0, 1)):

Eu(x) = x
αaxα−1

axα
= α.
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Elastyczno±¢ u»yteczno±ci i kra«cowa u»yteczno±¢

Kra«cowa u»yteczno±¢: miara wra¹liwo±ci u»yteczno±ci na

zmiane� konsumpcji;

Elastyczno±¢: miara wzgle�dnej wra¹liwo±ci u»yteczno±ci na

wzgle�dna� zmiane� konsumpcji.
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Elastyczno±¢ u»yteczno±ci

Gdy mamy n dóbr, analogicznie de�niujemy elastyczno±¢ funkcji z

konsumpcji dobra i .

Elastyczno±¢

Niech u : Rn
+ 7→ R+ wtedy elastyczno±¢ z u»yteczno±ci dobra i ,

i = 1, 2, . . . , n de�niujemy jako.

Eui (x) := xi

∂u
∂xi

(x)

u(x)
.

Przyklad

Niech

u(x1, x2, . . . , xn) = xα1
1

xα2
2
. . . xαn

n .

Wtedy Eui (x) sa� wielko±ciami staªymi i równymi

Eui (x) = αi i = 1, 2, . . . , n.
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