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Funkcja uzytecznosci

Konsument

@ ma do dyspozycji n débr;

@ kazde dobro i =1,2,...,n moze skonsumowac w ilosci x; > 0;

o wektor (x1,x2,...,x,) € R nazywamy koszykiem
konsumpcyjnym,

@ ma przypisana funkcje v : Rl — R nazywana funkcja
uzytecznosci;

e u(xy,x2,...,Xxn) nazywamy uzytecznoscia, lub poziomem
satysfakcji konsumenta z koszyka konsumpcyjnego
(X1, %2, ..., Xn);

@ zaktadamy, ze u jest rosnaca wzgledem wszystkich
wspétrzednych;
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Funkcja uzytecznosci

Generalnie, aby sensownie opisa¢ model konsumpcji débr nie
wystarczy, zeby u byta rosnaca z uwagi na nastepujace zjawiska:

@ konsument nie ceni zbytnio dobra, ktérego ma pod dostatkiem,
nawet jesli jest niezbedne (np. ludzie wyzej cenia ztoto niz
wode);

@ ten sam transfer gotéwki zrobi wieksze wraénie na biednym, a
mniejsze wrazenie na bogatym: (np. dodatkowe 500 zt. zrobi
wrazenie na bezrobotnym, a nie zrobi wrazenia na prezesie
firmy notowanej na GPW);

@ z tego samego powodu, gdy np. na rynku kraje zwiekszaja
wydobycie ropy, zwieksza sie cena za barytke;

@ inaczej smakuje woda po spacerze po rozgrzanej ulicy, a
inaczej smakuje pod koniec przyjecia lub bankietu, gdzie
wszystkiego byto pod dostatkiem;
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Funkcja uzytecznosci

Powyzsze zjawiska prowadza do sformutowania nastepujacego
postulatu.

Mamy jedno dobro w ilosci x. Majac okazje zwiekszy¢ konsumpcje
o poziom A, wzrost poziomu satysfakcji u(x + A) — u(x)
powinien male¢ wraz z x.
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Funkcja uzytecznosci

e Funkcja liniowa u(x) = ax nie spetnia ww postulatu, bo
u(x + A) — u(x) = aA,

czyli wzrost poziomu satysfakcji nie zalezy od ilosci débr,
ktére konsument dotad konsumowat, a jedynie od
wzrostu konsumpcji;

2

@ Funkcja kwadratowa u(x) = ax® réwniez nie spetnia postulatu,

bo
u(x +A) — u(x) = aA(2x + A),
bo tu jest na odwrét: wzrost poziomu satysfakcji ro$nie
wraz ze z iloScia dotychczasowego stanu posiadania;
e Ale u(x) = v/x (podobnie jak kazda inna funkcja scisle
wklesta) spetnia postulat, poniewaz

A .
u(x+A)—u(x) = Vx+A—/x = N maleje z x.
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Krancowa uzytecznos$¢

Dla ustalenia uwagi przyjmijmy v : Ry — R oraz, ze jest to
funkcja rézniczkowalna.

Krancowa uzyteczno$é

u'(x) jest nazywana krancowa uzytecznoscia z konsumpcji dobra
w ilosci x. Kraficowa uzytecznoscia oznaczymy jako mu(x)

Zachodzi
u(x + A) — u(x) = u'(x)A + o(A) = mu(x)A + o(A),

czyli

u(x + A) — u(x)
A

~ u'(x) = mu(x) gdy A=0.
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Krancowa uzytecznos$¢

Interpretacja krancowej uzytecznosci

Gdy konsument decyduje sie

@ na zwiekszenie konsumpcji zasobéw w ilosci x o krancowo
mata ilos¢ A, to zmieni swoja konsumpcje o u'(x)A;

o Krancowa uzyteczno$¢ jest wiec przejsciem granicznym
wspotczynnika proporcjonalnosci miedzy zmiana uzytecznosci
(poziomu satysfakgji), a zmiana poziomu konsumpgji, gdy ta
zmiana jest krancowo mata:

u(x + A) - u(x)
—

U (x) ~

e Matematycznie jest to pochodna.
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| Prawo Gossena

| Prawo Gossena

Krancowa uzytecznos¢ z konsumpcji dobra w ilosci x jest scisle
malejaca wzgledem x.
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Interpretacja i wnioski z | Prawa Gossena

o Wyczerpany i spragniony konsument jest gotowy zaptaci¢ 5 zt
za mata szklanke wody;

@ Po wypiciu wody, kolejna taka sama mata szklanka nie robi juz
na nim takiego wrazenia i bedzie gotowy zaptaci¢ 1 zt.;

@ Funkcja uzytecznosci jest Scisle wklesta.
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Interpretacja i wnioski z | Prawa Gossena

Jesli jednostke dobra mozna zakupi¢ po cenie p > 0, wtedy korzysé
dla konsumenta to uzyteczno$¢ minus koszty:

m(x) = u(x) — px.

Z | Prawa Gossena wynika, ze konsument zakupi tyle débr aby
krancowa uzyteczno$¢ z konsumpcji pokryta sie z cena. (VERTE)
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Interpretacja i wnioski z | Prawa Gossena

Dla uzasadnienia, przyjmijmy ze mu(x*) = p.

A jesli konsument kupi mniej niz x*
Gdy zakupi mniej niz x*, czyli x* — A (A > 0), z | Prawa Gossena

mu(x* — A) > mu(x*) = p.

Mamy wiec:

7(x* — A) — 1(x*) = —(u(x*) — u(x* — A)) — mu(x*)A
(

—(
~ (mu(x*) — mu(x* — A))A <0,

czyli zakupy w mniejszym wymiarze x* — A nie daja konsumentowi
satysfysakcji. Ma przeczucie, ze nie zaspokoit w petni swoich
potrzeb.

Ekonomia matematyczna




Interpretacja i wnioski z | Prawa Gossena

A jesli konsument kupi wiecej niz x*

Gdy zakupi wiecej niz x*, czyli x* + A (A > 0), z | Prawa Gossena
mu(x* + A) < mu(x*) = p.
Mamy wiec:
m(x + A) —7(x) = —(u(x) — u(x + A)) — mu(x)A
~ (mu(x + A) — mu(x))A < 0.

x + A daje konsumentowi poczucie, ze kupit wiecej dobra niz
naprawde potrzebuje.
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Teoria uzytecznosci -pojecia

Mamy n débr i funkcja uzytecznosci u : R7 — R jest Sciéle rosnaca.
Oznaczmy krancowa uzyteczno$¢ z konsumpgji i tego dobra.

du

Funkcja uzytecznosci spetnia | Prawo Gossena gdy wszystkie mu; sa
cisle malejace wzgledem x;. Ten warunek otrzymamy gdy

mu;(x)

. 2
ag;u' (x) = ngl(X) < 0 dla wszystkich x; > 0,...,xp > 0.
i Xi
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| Prawo Gossena - przyktady

Przyktad

Podane funkcje uzytecznoséi spetniaja | Prawo Gossena:

U(X17X2) - \/Xil‘i‘ \/X>27

2
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| Prawo Gossena - przyktady

Przyktad

Podana funkcja uzytecznoséi spetnia | Prawa Gossena:

u(xi, x2) = /x1x2,

bo
auz 3 ou? 3
8x1 fx14<0, oraz@ \/>X24
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| Prawo Gossena - przyktady

Przyktad

Podana funkcja uzytecznoséi nie spetnia | Prawa Gossena:

u(x, x2) = x1 + x2,

bo kranficowe uzytecznosci

ou ou
— =1, oraz muy = =1
(9X1

muy = 78X =
2

sa state.
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| Prawo Gossena - przyktady

Przyktad

Podana funkcja uzytecznos¢i nie spetnia | Prawa Gossena:
u(xi, x2) = x1%2,

bo krancowe uzytecznosci sa state wzgledem odpowiednich
wspétrzednych
muy; = Xp, Oraz mu; = Xo.
Innymi stowy
ou®  Omup

— = —— =0.
8x12 0o
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| Prawo Gossena - przyktady

Przyktad

Podana funkcja uzytecznosci nie spetnia | Prawa Gossena
wzgledem dobra nr 1:

U(X1,X2) — Xj[2 + \/X>2)

bo krancowa uzytecznos¢ ronie wzgledem zmiennej x;

muy; = 2X1,
Innymi stowy
ou?
—=2>0
Ox?
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Krzywe obojetnosci

Krzywe obojetnosci

Krzywe obojetnosci to zbiory punktéw dla ktérych uzytecznosé
jest taka sama:
Ik = {x € R" : u(x) = k}.

Przyktadowo, krzywe obojetnosci dla u(x1,x2) = ¥/x1 + x to:

= {(Xl’x2) ER%F PVt e = k} = {(xl,xz) E]Ri X1+ x0 = k4}
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Przerzedzajace sie krzywe obojetnosci, gdy | Prawo Gossena

jest spetnione

Krzywe oboj Sci dla uzy' Sci spetniajacej | Prawo G
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Krzywe obojetnosci, a | Prawo Gossena -interpretacja

@ Sasiednie krzywe obojetnosci oddalaja sie od siebie wraz ze
wzrostem poziomu satysfakgji k;

@ Zatem im wiekszy poziom satysfakgji, tym trudniej osiagnac
wyzszy poziom satysfakcji, bo potrzeba wiekszych naktadéw
konsumpcyjnych.

e Bogatego trudniej zadowoli¢ niz biednego;

@ Przeciwne zjawisko zaobserwujemy dla krzywe;j
u(x1,x2) = (x1 + x2)*, ktéra nie spetnia | Prawa Gossena, tu
krzywe sie zageszczaja (VERTE).
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Zageszczajace sie krzywe obojetnosci, gdy | Prawo Gossena

nie jest spetnione -ilustracja
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Krancowa stopa substytucji

Kraficowa stopa substytucji

Dla koszyka konsumpcyjnego x € R”, krancowa stopa
substytucji dobra i na dobro j nazywamy

mu;(x)

Mij(x) = = mu;j(x)’
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Krancowa stopa substytucji - ilustracja pojecia

Mamy n débr, koszyk konsumpcyjny x = (x1, x2, ..., x,) i ustalmy
dwa dobra i i j.

e decydujemy sie na zmiane konsumpcji dobra i 0 A; i zmiane
dobra j 0o A;;

@ nowy koszyk konsumpcyjny
/ .
X = (X17X27 s ,Xifl,Xi+A,',Xi+1, s anflaxj—f_Aj’XjﬂLla s 7Xn)v

@ A;i A jest wybierana w taki sposéb aby oba koszyki "stary” i
"nowy” byty tak samo uzyteczne tzn. u(x) = u(x’), czyli aby
byty na tej samej krzywej obojetnosci;

@ interesuje nas graniczna warto$¢ %
J
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Krancowa stopa substytucji - ilustracja pojecia

Mamy wiec
0 = u(x") — u(x) = mui(x)A; + muj(x)A; + o (\ [A? + Ajz) ,
czyli

Krancowa stopa substytucji to graniczna warto$¢ powyzszego
wyrazenia, czyli stosunku przyrostu débr i do j w taki sposéb, aby
uzytecznos¢ nie zostata zmieniona.
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Il Prawo Gossena

Woprowadzenie:

@ konsument zamierza naby¢ koszyk débr (x1,x2,...,x,) € R] z
ktérych czerpie uzytecznosé w wysokosci u(xi, x2, ..., Xn);

@ konsument nabywa jednostke débra i po cenie p;
(i=1,2,...,n);

o Il prawo Gossena odpowiada na pytanie jak rozktadaja sie ceny
débr w stosunku do krahcowych uzytecznosci;
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Il Prawo Gossena

Il Prawo Gossena

W celu osiagniecia maksymalnej korzysci konsument stara sie
rozdzieli¢ srodki finansowe na zakup poszczegdlnych débr, aby
stosunki ich krancowych uzytecznosci byty réwne stosunkowi ich
cen.
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Il Prawo Gossena, a ceny dobr

Il Prawo Gossena oznacza, ze optymalny koszyk konsumpcyjny
x* € R musi spetnia¢ réwnosci:

o) *
mui(x*) a2 (X*)  p;

muj(x*) a—xj(x*) pj

dlai,j=1,2,...,n.
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Il Prawo Gossena - ilustracja

Konsument zostat obdarowany kwota m > 0, ktéra w catosci
przeznaczy na zakup débr i =1,2,... n po cenach p1,p>,...,pn
wtedy maksymalizuje

u(x1, X2, ..., Xn)

przy ograniczeniach

n
E pixi = m.
i=1
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Il Prawo Gossena - ilustracja

Warunek konieczny dla optymalnego koszyka x* = (x{,...,x}) jest
tozsamy z ekstremum warunkowym i punktem siodtowym funkgji
Lagrange'a:

n

L(x,A) = u(x1,%x2,...,Xn) + A (m — Z p,-x,-)

i=1
Po zrézniczkowaniu i przyréwnaniu do 0, % =0(i=12,...,n)
otrzymamy

n
Vi=12,. .nmui(x") = Ap;  oraz E pixj = m.
i—1

co daje po podzieleniu stronami
mui(x*) _ pi
—
muj(x*)  pj
czyli Il Prawo Gossena.



Elastycznos¢ uzytecznosci - konstrukcja

Niech v : Ry +— R, bedzie uzytecznoscia z konsumpcji jednego
dobra. Mamy dobro w ilosci x i okazje do spozycia dodatkowe]
ilosci dobra w wysokosci A.

e Wzglednym przyrostem konsumpcji nazywamy wielkos¢:

A

o Wzglednym przyrostem uzytecznosci nazywamy wielko$¢:

A u(x+A)—u(x)
RA .= TR
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Elastycznos¢ uzytecznosci -definicja

Wielkos¢ /()
xu'(x
& =
=0
nazywamy elastycznoscia funkcji uzytecznosci u z konsumpgji x.
Mamy wiec
A ux+A)—ulx) J(x) xtu'(x) A xu'(x) A
Ru = ~ A = — = RX
u(x) u(x) u(x) x u(x)
czyli
Ry = Eu(x)RE

lub réwnowaznie
u(x+A)—u(x)
Eu(x) = ST € —R”A
u ~ — .
5 TR
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Elastycznos¢ uzytecznosci i krancowa uzytecznosé

o Krancowa uzyteczno$¢ jest graniczna wartoscia stosunku
miedzy przyrostem uzytecznosci, a przyrostem
konsumpcji.

o Elastyczno$¢ jest graniczna wartoscia stosunku miedzy
wzglednym przyrostem uzytecznosci, a wzglednym
przyrostem konsumpcji.
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Elastycznos¢ uzytecznosci i krancowa uzytecznosé

o Krancowa uzyteczno$¢ jest stata dla funkeji liniowej
u(x) =ax i mu(x) = a

o Elastycznos$¢ jest stata dla funkcji potegowej, w szczeg6lnosci
dla funkcji Cobba-Douglassa u(x) = ax® (a € (0,1)):

aax®1

Eu(x) = X— G =
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Elastycznos¢ uzytecznosci i krancowa uzytecznosé

e Krancowa uzyteczno$S¢: miara wrazliwosci uzytecznosci na
zmiane konsumpcji;

o Elastycznos¢: miara wzglednej wrazliwosci uzytecznosci na
wzgledna zmiane konsumpgji.
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Elastycznos$¢ uzytecznosci

Gdy mamy n débr, analogicznie definiujemy elastycznos¢ funkcji z
konsumpcji dobra i.

Elastycznos¢

Niech u: R7 — R, wtedy elastyczno$¢ z uzytecznosci dobra /,
i=1,2,...,n definiujemy jako.

ou
D% (x)
Eylod)) i= 54 ()
Przyklad
Niech
u(xi, X2, ..., xn) = X{1X52 . X

Wtedy E,,(x) sa wielkosciami statymi i réwnymi

Eu(x)=a; i=1,2,....n




