
KONTRAKTY FORWARD I FUTURES - WYCENA

Przypomnienie z matematyki finansowej.

Zainwestowano wartość A na n lat po stopie procentowej R. Ile to dobro
bȩdzie warte po n latach?

• Gdy odsetki kapitalizowane sa̧ raz w roku wartość inwestycji po n
latach wyniesie

A(1 + R)n.

• Gdy odsetki kapitalizowane sa̧ 2 razy w roku wartość inwestycji po n
latach wyniesie

A

(
1 +

R

2

)2n

.

• itd.

• Gdy odsetki kapitalizowane sa̧ m razy w roku wartość inwestycji po n
latach wyniesie

A

(
1 +

R

m

)mn

.

A gdy liczba kapitalizacji da̧ży do ∞?

• Wtedy mamy do czynienia z kapitalizacja̧ cia̧g la̧ i wtedy przysz la
wartość wyniesie:

lim
m→∞

A

(
1 +

R

m

)mn

= AeRn

gdzie e ≈ 2.71828.

Przyk lad: lokujemy 100 dolarów po stopie 10%. Po roku nasza inwestycja
da wyniki:

Czȩstość kapitalizacji Lokata po roku

Roczna m = 1 110,00

Pó lroczna m = 2 110,25

Kwartalna m = 4 110,38

Miesiȩczna m = 12 110,47

Tygodniowa m = 52 110,51

Dzienna m = 365 110,52

Cia̧g la m→∞ 110,52

Zatem zysk z lokaty zależy nie tylko od
stopy procentowej, ale i od
czȩstości kapitalizacji odsetek.
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Definicja 1 Dane sa̧ dwie roczne stopy procentowe R1 i R2 przy różnej
czȩstotliwości kapitalizacji odsetek. Mówimy, że sa̧ równoważne jeśli daja̧
w przysz lości ta̧ sama̧ wartość kapita lu.

Równoważność stóp: wyprowadzenie wzoru:

• Niech R1 bȩdzie roczna̧ stopa̧ przy m krotnej kapitalizacji, a R2 roczna̧
stopa̧ przy kapitalizacji cia̧g lej. Zatem, aby stopy by ly równoważne
musi zachodzić wzór:

A

(
1 +

R1

m

)mn

= AeR2n.

Po podzieleniu obustronnym przez A i wziȩciu n
√
· mamy(

1 +
R1

m

)m

= eR2 .

Dalsze elementarne rachunki dadza̧ dwie zależności:

R1 = m ln

(
1 +

R2

m

)
.

oraz
R2 = m

(
e

R1
m − 1

)
.

Narzȩdzia umożliwiaja̧ce strategie arbitrażowe

1. Krtka sprzedaż.

2. Operacja repo.

Definicja 2 (Krótka sprzedaż.) Polega na sprzedaży aktywów, które nie
należa̧ do inwestora z obowia̧zkiem odkupienia ich w przysz lości:

Inwestor zleceniodawca zleca brokerowi krótka̧ sprzedaż aktywa tzn.

• Broker pożycza aktywo od innego klienta i sprzedaje aktywo w imieniu
zleceniodawcy.

• Zleceniodawca zobowia̧zuje odkupić aktywo aktywo w przysz lości. Z
regu ly robi to w dogodnym dla siebie momencie (kiedy aktywo wystar-
czaja̧co stanieje).

• Jeśli aktywo w tym czasie przynosi dochody (np. dywidendy, kupony)
zleceniodawca p laci prawowitemu w laścicielowi ich równowartość.

• Zleceniodawca może czekać z decyzja̧ odkupienia dopóki broker ma
możliwość pożyczania ten sam rodzaj aktywa od innego klienta.
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• Gdy broker straci tȩ możliwość, zleceniodawca zmuszony jest natych-
miast odkupić aktywo (nawet jeśli nie jest to dla niego op lacalne)

Przyk lad 1 Jan Kowalski robi interesy na akcjach KGHM (różne wari-
anty)

1. 1 lipca 2012 roku Jan Kowalski sk lada zlecenie ”krótkiej sprzedaży”
500 akcji KGHM.

2. Broker ”pożycza” 500 akcji i w imieniu Kowalskiego sprzedaje je po
kursie z 1 lipca 2012 roku czyli 146 z l za akcjȩ. Jan Kowalski otrzymuje
na konto 146 *500=73.000 z l.

3. Jan Kowalski utrzyma l swoja̧ pozycjȩ do 12 lipca. Akce KGHM spad ly
wtedy do 117 z l za akcjȩ.

4. Kowalski odkupuje 500 akcji i p laci za nie 117 *500=58.500 z l. i akcje
oddaje brokerowi.

5. Kowalski zarabia wiȩc

73.000− 58.500 = 14.500zl.

W okresie od 1-12 lipca s-ka KGHM.SA nie p laci la dywidendy.

Przyk lad 2 1. Ten sam przyk lad, z tym że tym razem Jan Kowalski
postanowi l, że nie zadowoli siȩ zyskiem 14.500 z l. Czeka aż akcje
jeszcze bardziej spadna̧.

2. 24 lipca akcje jeszcze bardziej spad ly do 111 z l. Ale ten dalej utrzymuje
swoja̧ pozycjȩ.

3. 18 października broker informuje Jana Kowalskiego, że nie ma już od
kogo pożyczać akcji KGHM i zobowia̧zuje Kowalskiego do odkupienia
akcji.

4. Niestety w tym dniu akcje podskoczy ly do 168 z l wiȩc Jan Kowalski
musi za lacić

168 ∗ 500 = 84.000zl.

czyli kupi l po cenie o 11.000 z l. wiȩkszej niż wcześniejszy zysk ze
sprzedaży.

5. Ale to nie koniec strat. Za dzień 16.07.2012 KGHM p laci la dywidendy
po cenie 28,34 z l. za akcjȩ, wiȩc Jan Kowalski musi wyp lacić w laścicielowi
akcji równowartość strat czyli 28, 34 ∗ 500 = 14.170. Zostaje wiȩc ze
strata̧ 25.170 z l.
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Definicja 3 (Operacja repo) Operacje repo (repurchase agreement) s to
operacje warunkowego zakupu, które polegaja̧ na zakupie przez instytucjȩ
finansowa̧ (np. bank centralny) od inwestora komercyjnych papierów warto-
ciowych, zobowia̧zuja̧c je jednocześnie do odkupienia tych papierów po określonej
cenie (wyższej niż sprzedaż) i w określonym terminie.

STOPA REPO =

=
CENA WYKUPU− CENA SPRZEDAŻY

CENA SPRZEDAŻY
.

w przypadku gdy inwestor nie odkupi papieru wartościowego, instytucja
finansowa zatrzymuje papiery wartościowe.
Innymi s lowy operacja repo jest to wziȩcie kredytu po stopie repo
pod zastaw papierów wartościowych.

ZA LOŻENIA:

1. Koszty transakcji sa̧ równe zero.

2. Zyski kapita lowe opodatkowane sa̧ wg tej samej stopy procentowej.

3. Uczestnicy rynku moga̧ pożyczać i udzielać pożyczki wg tej samej
stopy wolnej od ryzyka (np. stopa repo).

4. Uczestnicy rynku wykorzystuja̧ strategie arbitrażowe przy każdej nadarzaja̧cej
siȩ okazji.

NOTACJA W KONTRAKTACH FORWARD

• T - okres pozostaja̧cy do daty dostawy

• S - aktualna cena aktywów pierwotnych

• K - cena dostawy aktywów

• f bieża̧ca wartość d lugiej pozycji (w momencie zawarcia kontraktu
f=0)

• F aktualna cena kontraktu (w momencie zawarcia kontraktu F=K)

• r aktualna stopa wolna od ryzyka przy kapitalizacji cia̧g lej (możemy
brać kredyt lub za lożyć lokatȩ po tej stopie)

Problem: Ile powinna wynosić aktualna cena kontraktu (=dostawy)?
Idea strategii arbitrażowych:

• Jeśli cena dostawy bȩdzie za wysoka:
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i kupujemy aktywo po cenie rynkowej

ii sprzedajemy (zajmujemy pozycjȩ krótka̧) kontrakt forward.

• Jeśli cena dostawy bȩdzie za niska (szansa  latwego zysku dla posi-
adacza):

i sprzedajemy aktywo po cenie rynkowej (jeśli go nie posiadamy to
zlecamy krótka̧ sprzedaż)

ii kupujemy (zajmujemy pozycjȩ d luga̧) kontrakt forward.

Cena dostawy ma uniemożliwić strategiȩ arbitrażowa̧.

Wycena w kontraktach forward na papiery nie przynosza̧ce okre-
sowego dochodu

Czyli

• akcje nie daja̧ce dywidendy,

• lub obligacje zerokuponowe np. bony skarbowe.

Ile powinna wynieść cena terminowa, aby nie by lo arbitrażu?
Co może zrobić inwestor z pozycji krótkiej:

i bierze kredyt na zakup aktywa po cenie S

ii wykonuje dostawȩ po cenie F

iii po czasie T sp laca d lug SerT

iv czysty zysk bez ryzyka wyniesie F − SerT .

Zatem żeby nie by lo arbitrażu musi być F ≤ SerT .
Co może zrobić inwestor z pozycji d lugiej:

i dokonuje krótkiej sprzedaży aktywa po cenie S

ii kwotȩ S daje na lokatȩ po stopie r

iii po czasie T odbiera lokatȩ w wysokości SerT

iv przyjmuje dostaȩ i p laci F .

v czysty zysk bez ryzyka wyniesie SerT − F

Zatem SerT ≤ F , co w konsekwencji daje
Wzr na cen terminowa̧ aktywa w kontrakcie forward:

F = SerT .
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Przyk lad 3 Mamy 3 miesiȩczny kontrakt forward na zakup akcji. Bieża̧ca
cena akcji wynosi 40$, a stopa wolna od ryzyka wynosi 0.05 w skali roku
czyli 5%. Cena kontraktu wynosi 43$.

Rozwia̧zanie: cena kontraktu powinna być 40∗e0.05∗0.25 = 40, 5$. Poniewa.z
F = 43$, cena jest wiȩc zawyżona!
Strategia arbitrażowa:

1. Bierzemy 3 miesiȩczny kredyt na zakup akcji 40$ po stopie r.

2. Kupujemy akcje po cenie 40$

3. Zawieramy kontrakt na sprzedaż akcji.

4. Po trzech miesia̧cach wykonujemy dostawȩ i dostajemy 43$.

5. Sp lacamy d lug 40e0.05∗0.25 = 40, 5$.

6. Zysk wynosi 43− 40, 5 = 2, 5$.

Przyk lad 4 Mamy 3 miesiȩczny kontrakt forward na zakup akcji. Bieża̧ca
cena akcji wynosi 40$, a stopa wolna od ryzyka wynosi 0.05 w skali roku
czyli 5%. Cena kontraktu wynosi 39$.

Rozwia̧zanie: cena kontraktu powinna być 40∗e0.05∗0.25 = 40, 5$. Poniewa.z
F = 39$, cena jest wiȩc zaniżona! Zatem strategia arbitrażowa to:

1. Sprzedajemy krótko akcjȩ po cenie 40$.

2. Zysk umieszczamy na lokacie po stopie 5%.

3. Zawieramy kontrakt na kupno akcji.

4. Zamykamy lokatȩ i otrzymujemy 40e0.05∗0.25 = 40, 5$.

5. Po trzech miesia̧cach przyjmujemy dostawȩ i p lacimy 39$.

6. Zysk wynosi 40, 5− 39 = 1, 5$.

Wycena w kontraktach forward aktywów o znanych dochodach.

• Gdy w czasie t ∈ [0, T ] wyp lacana jest dywidenda D, wtedy bieża̧ca
jej wartość jest e−rtD.

• Bieża̧ca cena kontraktu (dostawy) wynosi Fe−rT .

• Cena aktywa S musi być zrównoważyć przysz le dochody zatem

S = e−rtD + Fe−rT

zatem
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F = (S − e−rtD)erT = SerT −Der(T−t)

Strategia arbitrażowe przy zawyżonej cenie kontraktu: F > SerT −Der(T−t)

i Bieżemy kredyt w wysokości S i kupujemy aktywo

ii Po czasie t otrzymujemy dywidendȩ D, która̧ umieszczamy na lokacie
po stopie r

iii Sprzedajemy kontrakt na zakup aktywa po cenie F .

iv Wykonujemy dostawȩ i otrzymujemy F (stan konta =F)

v Sp lacamy d lug w wysokości SerT (stan konta =F − SerT )

vi Zamykamy lokatȩ i otrzymujemy Der(T−t) (stan konta =F − SerT +
Der(T−t) > 0)

Strategia arbitrażowe przy zaniżonej cenie kontraktu: F < SerT −Der(T−t)

i Dokonujemy krótkiej sprzedaży aktywa po cenie S

ii Umieszczamy S na lokacie po stopie r

iii Kupujemy kontrakt na zakup aktywa po cenie F

iv Po czasie t musimy zap lacić dywidendȩ D. W tym celu bieżemy kredyt.

v Po czasie T zamykamy lokatȩ i otrzymujemy z banku SerT (stan konta
=SerT )

vi Sp lacamy kredyt w wysokości Der(T−t) (stan konta =SerT −Der(T−t))

vii Przyjmujemy dostawȩ i p lacimy F (stan konta =SerT−Der(T−t)−F >
0)

Strategia arbitrażowe przy zaniżonej cenie kontraktu: F < SerT −Der(T−t)

(druga możliwość)

i Dokonujemy krótkiej sprzedaży aktywa po cenie S

ii Otwieramy dwie lokaty: pierwsza na okres t i umieszczamy na niej
e−rtD

iii , a druga na okres T i umieszczamy resztȩ kwoty S− e−rtD (po stopie
r)

iv Kupujemy kontrakt na zakup aktywa po cenie F

iv Po czasie t zamykamy pierwsza̧ lokatȩ i otrzymujemy D. Ale musimy
ja̧ oddać brokerowi.
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v Po czasie T zamykamy druga̧ lokatȩ i otrzymujemy z banku

(S − e−rtD)erT = SerT −Der(T−t)

i to jest stan naszego konta

vii Przyjmujemy dostawȩ i p lacimy F (stan konta =SerT−Der(T−t)−F >
0)

Ogólny wzór gdy w okresach t1, t2, ..., tn ∈ [0, T ] sa̧ wyp lacane
dywidendy w wysokości odp. D1, D2, ...,Dn:

F = SerT −
n∑

i=1
Die

r(T−ti) .

Równoważnie:

F = (S − I)erT .

gdzie

I =

n∑
i=1

Die
−rti

jest nazywane bieża̧ca̧ wartościa̧ dywidend.
Rozważmy roczny kontrakt na akcje, których aktualna cena wynosi 100$.
Dywidendy wyp lacane sa̧ po 3 miesia̧cach 6 miesia̧cach i 9 miesia̧cach w
wysokościach odpowiednio 5$, 4$ i 3$. Stopa wolna od ryzyka wynosi 0.05%.
Ile wynosi cena kontraktu?

Odp. Mamy T = 1, t1 = 0.25, t2 = 0.5 t3 = 0.75, D1 = 5, D2 = 4,
D3 = 3, S = 100$, r = 0.05 oraz

F = 100e0,05∗1 − 5e0,05(1−0,25)−

4e0,05(1−0,5) − 3e0,05(1−0,75) = 92.80

Zadanie Spróbuj wymyślić strategiȩ arbitrażowa̧ gdy

a F = 100

b F = 90
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