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Ogoélne sformutowanie modelu:

@ Rozwazamy model miedzyokresowej uzytecznosci;

@ Tym razem konsument ma dostep do obu rynkéw:
kredytowego i inwestycyjnego.
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Ogoélne sformutowanie modelu.

Konsument:

@ Dzisiaj ma dochéd nominalny my, jutro mo;
@ Da konsumpcje przeznaczy ci, a na inwestycje /;

© Jesli dzisiejsze plany konsumpcyjno-inwestycyne przekrocza
dochéd nominalny, konsument pozyczy z banku brakujaca
kwote po stopie r

@ Jesli natomiast plany konsumpcyjno-inwestycyne beda mogty
by¢ w catosci sfinansowane przez dochéd nominalny,
konsument odtozy nadwyzke na konto oszczednosciowe, dla
ustalenia uwagi réwniez po stopie r;

o Caty jutrzejszy kapitat: jutrzejszy dochéd nominalny,

zaoszczedzone pieniadze i dochéd z inwestycji przeznaczy na
konsumpcje.
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Ogoélne sformutowanie modelu.

@ Dzisiaj konsument zarabia my, planuje konsumpcje ¢ i
inwestycje .
@ Jesli c; + 7 > my, to konsument pozyczy ¢; + i — my, a jutro
sptaci (c1 + i — mqp)(1+r);
@ Jesli c; + i < my, to konsument odtozy ¢; + i — my, a jutro
wybierze (my — i — c1)(1 + r);
© Tak jak w poprzednim modelu, przychéd z inwestycji wyniesie
F(7);
@ Jutro caty zgromadzony kapitat
my + (i) + (m1 — i — ¢1)(1 + r) zostanie przeznaczony na
konsumpcje:

c2:m2+f(i)+(m1—i—c1)(1+r)

s all+rn+a+i(l+r)=0+r)m + my+ f(i).

e Uzytecznosé ze sciezki konsumpceyjnej (c1, c2) € Ry x Ry to
u(cr, ).

tukasz Balbus Model miedzyokresowej uzytecznosci: uogélnienia



Matematyczne sformutowanie modelu.

Mamy wiec problem

max U(Cl, C2)
C1,1,C2

przy ograniczeniach
a(l+r)+c+i(l+r)=((14+r)m +mx+ (i), c1,c,i>0.

W jezyku matematyki finansowe;j:

@ wartos¢ konsumpcji i inwestycji na jutro réwnowazy, wartosci
jutrzejsze wartosci dochodéw i przychodéw inwestycyjnych.
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Matematyczne sformutowanie modelu.

Zatozenia wklestosci dla v i f pozostaja w mocy.
© Rowniez mozna problem rozwiaza¢ na dwa sposoby
o Wstawiajac jawnie cp do funkgji uzytecznosci (zazwyczaj
ktopoltiwe rachunkowo), lub;
e Stosujac mnozniki Lagrange'a i Twierdzenie Kuhna-Tuckera.
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Przyktad

Przyktad

Konsument, zyjacy dwa okresy ma dostep do rynku kredytowego i
inwestycyjnego. Stopa oprocentowania lokat i kredytéw wynosi r, a
funkcja inwestycji f(i) = /i. Konsument dysponuje dzisiejszym
dochodem w wysokoséci m; = m, a jutro nie bedzie miat zadnych
dochodéw niezwiazanych z inwestycja, czyli mp = 0. Przyjmijmy, ze
jego dwuokresowa uzyteczno$¢ wyraza sie wzorem

u(c1, ) = /c1c. Znajdz optymalna Sciezke konsumpcyjna i
inwestycje.
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Rozwiazanie

Funkcja Lagrange'a jest postaci:
L\ cr,i, ) = /cac+A ((1 +r)m+ Vi— a(l+r)—c—i(1+ r)) .

Liczymy pochodne:

oL Co

9= _ A1

O 2./c1c AL+ 1),
oL (o]

= _ — A
0 2./c1c

pamietajac o ograniczeniu:

oraz

A+rm+Vi—a(l+r—c—i(l+r)=0
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Rozwiazanie CD

Mamy ukfad réwnan:

2/ac =(l+r)ea=(01+ra
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Rozwiazanie CD

Dalej z trzeciego réwnania

_ 1
41+ r)?

I'*

To oraz ¢; = (1 + r)c; wstawiam do ostatniego i obliczam ¢;:

1

(1+r)m+m

:c1(1+f)+51(1+r)+m

stad tatwo obliczamy

i dalej
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Rozwiazanie CD

To obliczylismy (cf, i*, ¢3) to kandydat na rozwiazanie. tatwo
wida¢, ze funkcja ograniczen jest wklesta podobnie jak u. Stad
sprawdzimy tylko czy mnoznik Lagrange'a jest dodatni. Ale sa, bo z
drugiego réwnania

o

2\/cics

co wida¢ od razu, bo ¢ > 0. Stad Sciezka

e — (AFOmtan (L 0m+ e
1»%2) — 2(1+r) ) 2 )

N = >0

jest optymalna podobnie jak inwestycja

L1
A1+ r)?
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Wielookresowa uzytecznosc.

Naturalnym uogélnieniem jest model gdy konsument zyje n okreséw
i czerpie uzyteczno$¢ u(cy, ¢, ..., Cn) z catej Sciezki
konsumpcyjnej.

@ W kroku 1, planuje konsumpcje ¢ i inwestycje i; majac
dochéd nominalny my i mozliwos¢ wziecia kredytu, lub
ulokowania kwoty po identycznej stopie r, a takze wziecia
inwestycji dajacej przychéd f(ip);

o Jutrzejszy majatek my + f(i1) + (m1 — i — c1)(1 + r) dzieli
réwniez na konsumpcje i inwestycje na trzeci okres;

@ Ogolnie w okresie k jego majatek wynosi:
my + f(ik—1) + (Me—1 — ik—1 — ck—1)(1 + r), ktéry réwniez
przeznacza na konsumpcje ¢, i inwestycje i, na okres k + 1;

@ Dopiero w ostatnim okresie n caty majatek jest przeznaczony
na konsumpcje

Ch = My + f(in—l) + (mn—l — Ip—1 — Cn—l)(]- + r);
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Matematyczne sformutowanie problemu

max u(cy, 2, ..., Cn)

przy ograniczeniach:

I+rnNa+ceo+1+r)ip=m(l+r)+m+f(i)
(I+reo+a+@+rb=m(l+r)+m:+f(n)

(1 + r)ck + Ck4+1 + (1 + r)ik = mk(l + r) + my4q + f(ik)

(1 + r)Cn—l +cp+ (1 + r)in—l = mn—l(l + r) + m, + f(in—l)
Ch = My + f(infl) + (mnfl — lp—1 — Cnfl)(]- + r)

oraz ci, /1,2, 12,C3,13,-..,Cn-1,In-1,Cn = 0.
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Matematyczne sformutowanie problemu

Roéwniez przy wklestosci u, f i warunkach Innady, mozemy znowu
pozwiazanie problemu metoda mnoznikéw Lagrange'a:

L(A\ c,i)=u(ci,c2,...,Cn)
n—1

) N (M4 1)+ mygr + F(i) = (14 e = cesr — (14 r)i)
P

+)\n (m,-, + mn_l(l + r) + f(in_l) — in_l(l + r) — Cn_1(1 + r) — Cn)

przy ograniczeniach.
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Matematyczne sformutowanie problemu

Réwniez przy wklestosci u, f i warunkach Innady, mozemy znowu
pozwiazanie problemu metoda mnoznikéw Lagrange'a: po

zrézniczkowaniu dla k=1,2,...,n—1
oL du
_— — — 1 — _ =
9~ oa (14 r)Akck — A1k =0
oraz
f'(ic) = (1+r) =0,
a takze

m(L+r)+mgr+ (k) — (L+r)ex — cker — (L+r)ig =0,

stad

= Ap.
ocp
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