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Model dwuokresowej u»yteczno±ci

Konsument

�yje przez dwa okresy (np. dzisiaj i jutro);

Dzisiaj dysponuje dochodem nominalnym m1, a jutro m2;

Dzisiaj wybiera poziom konsumpcji w wielko±ci c1, a jutro c2;
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Model dwuokresowej u»yteczno±ci

Zaªó»my, »e dzisiaj wybierze poziom konsumpcji c1 > 0 :
je¨i c1 nie przekroczy dochodu nominalnego tzn. c1 ≤ m1 to
reszte� m1 − c1 zdeponuje w banku po stopie procentowej r > 0
i jutro be�dzie miaª (m1 − c1)(1+ r) oszcze�dno±ci;
je±li przekroczy dochód nominalny tnz. c1 > m1, to reszte�
c1 −m1 musi po»yczy¢ z banku a jutro be�dzie miaª
(c1 −m1)(1+ r) dªugu do spªacenia;

Jutro otrzyma m2 dochodu i ma oszcze�dno±ci lub dªug w
banku. Caªa� kwote� która� ma do dyspozycji przeznacza na
konsumpcje� c2:

je±li c1 ≤ m1 to ma zaoszcze�dzone (m1 − c1)(1+ r) i
dodatkowo m2 dochodu, a wszystko co ma do dyspozycji
przeznacza na konsumpcje�

c2 = m2 + (m1 − c1)(1+ r)

je±li c1 > m1 to spªaca (m1 − c1)(1+ r), zatem skonsumuje

c2 = m2 − (c1 −m1)(1+ r) = m2 + (m1 − c1)(1+ r).
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Model dwuokresowej u»yteczno±ci

Zaªo»enie

Funkcja mie�dzyokresowej funkcji u»yteczno±ci u : R+ × R+ 7→ R
jest wkle�sªa oraz klasy C 2.

Wtedy z twierdzenia Kuhna-Tuckera wynika, »e (c∗
1
, c∗

2
) jest

optymalna� ±cie»ka� konsumpcyjna� wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
nieujemny mno»nik Lagrange'a λ∗ taki, »e (c∗

1
, c∗

2
, λ∗) jest punktem

siodªowym funkcji Lagrange'a

L(λ, c1, c2) = u(c1, c2) + λ((1+ r)m1 +m2 − c1(1+ r)− c2).
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Model dwuokresowej u»yteczno±ci

Prowadzi to do naste�puja�cego ukªadu równa�m
∂u
∂c1

u(c∗
1
, c∗

2
) = λ(1+ r),

∂u
∂c2

u(c∗
1
, c∗

2
) = λ,

c∗
1
(1+ r) + c∗

2
= (1+ r)m1 +m2.
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Staªa elastyczno¢¢ u»yteczno±ci

Niech u(c1, c2) = cα
1
c1−α
2

, α ∈ (0, 1). Wiemy:

α - elastyczno±¢ z konsumpcji 1 dobra;

1− α - elastyczno±¢ z konsumpcji 2 dobra.
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Staªa elastyczno¢¢ u»yteczno±ci

Po przyrównaniu do zera pochodnych cza�stkowych funkcji
Lagrange'a:

∂u
∂c1

u(c∗
1
, c∗

2
) = λ(1+ r),

∂u
∂c2

u(c∗
1
, c∗

2
) = λ,

c∗
1
(1+ r) + c∗

2
= (1+ r)m1 +m2.
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Staªa elastyczno¢¢ u»yteczno±ci

Dalej 
∂u
∂c1

u(c∗1 ,c
∗
2 )

∂u
∂c2

u(c∗1 ,c
∗
2 )

= (1+ r),

c∗
1
(1+ r) + c∗

2
= (1+ r)m1 +m2.
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Staªa elastyczno¢¢ u»yteczno±ci

Wstawiaja�c ∂u
∂c1

= α(c∗
1
)α−1(c∗

2
)1−α oraz ∂u

∂c2
= (1−α)(c∗

1
)α(c∗

2
)−α{

α(c∗1 )
α−1(c∗2 )

1−α

(1−α)(c∗1 )α(c∗2 )−α
= (1+ r),

c∗
1
(1+ r) + c∗

2
= (1+ r)m1 +m2.

Sta�d {
αc∗2

c∗1 (1−α)
= (1+ r),

c∗
1
(1+ r) + c∗

2
= (1+ r)m1 +m2.
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Staªa elastyczno¢¢ u»yteczno±ci

Wstawiaja�c ∂u
∂c1

= α(c∗
1
)α−1(c∗

2
)1−α oraz ∂u

∂c2
= (1−α)(c∗

1
)α(c∗

2
)−α{

α(c∗1 )
α−1(c∗2 )

1−α

(1−α)(c∗1 )α(c∗2 )−α
= (1+ r),

c∗
1
(1+ r) + c∗

2
= (1+ r)m1 +m2.

Sta�d {
c∗
2
= 1−α

α (1+ r)c∗
1
,

c∗
1
(1+ r) + c∗

2
= (1+ r)m1 +m2.
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Staªa elastyczno¢¢ u»yteczno±ci

Sta�d {
c∗
2
= 1−α

α (1+ r)c∗
1
,

c∗
1
(1+ r) + 1−α

α (1+ r)c∗
1
= (1+ r)m1 +m2.

Zatem{
c∗
2
= (1− α)((1+ r)m1 +m2),

c∗
1
= α (1+r)m1+m2

1+r .
⇔

{
c∗
1
= α

(
m1 +

1

1+rm2

)
.

c∗
2
= (1− α)((1+ r)m1 +m2),
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Konsumpcja jutrzejsza zależy od jutrzejszej wartości dochodów.

Konsumpcja dzisiejsza zależy od dzisiejszej wartości dochodów.

dzisiejsza wartość
jutrzejszegodochodu

jutrzejsza wartość dzisiejszego dochodu

LBalbus
Wiersz

LBalbus
Wiersz



Staªa elastyczno¢¢ u»yteczno±ci

Ze wzorów {
c∗
1
= α

(
m1 +

1

1+rm2

)
.

c∗
2
= (1− α)((1+ r)m1 +m2),

wnioskujemy

Gdy dochody nominalne nie zmaleja� w obu okresach, nie
zmaleje te» konsumpcja w obu okresach;

Gdy wzro±nie elastyczno±¢ u»yteczno±ci wzgle�dem dobra w
pierwszym okresie, co oznacza spadek elastyczno±ci dobra w
drugim okresie, wzro±nie konsumpcja dobra w pierwszym
okresie, a spadnie w drugim;

Wraz ze wzrostem stopy procentowej, spadnie konsumpcja
we wcze±niejszym okresie na rzecz konsumpcji w drugim

okresie.
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Staªa elastyczno¢¢ u»yteczno±ci

Matematyczne uzasadnienia powy»ych wniosków:
Gdy dochody nominalne nie zmaleja� w obu okresach, nie
zmaleje te» konsumpcja w obu okresach:

∂c∗
1

∂m1

= α > 0
∂c∗

2

∂m1

=
α

1+ r
> 0.

Gdy wzro±nie elastyczno±¢ u»yteczno±ci wzgle�dem dobra w
pierwszym okresie, co oznacza spadek elastyczno±ci dobra w
drugim okresie, wzro±nie konsumpcja dobra w pierwszym
okresie, a spadnie w drugim;

∂c∗
1

∂α
= m1 +

1
1+ r

m2 > 0
∂c∗

2

∂α
= −m1 −

1
1+ r

m2 < 0.

Wraz ze wzrostem stopy procentowej, spadnie konsumpcja
we wcze±niejszym okresie na rzecz konsumpcji w drugim

okresie.
∂c∗

1

∂r
= − αm2

(1+ r)2
< 0

∂c∗
2

∂r
= (1− α)m1 > 0.
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