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Miedzyokresowy wybdr konsumenta - byto

Rozwazlismy problem
konsumenta planujacego
biezaca i przyszta konsumpcje.
@ miat dostep
do rynku kredytowego;

@ mdégt zatem planowaé
konsumpcje powyzej
biezacych zarobkéw;

@ w przysztosci musiat
sptaci¢ zaciagniety kredyt.
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Byto: model dwuokresowej uzytecznosci - rynek kredytowy

Konsument
o Zyje przez dwa
okresy (np. dzisiaj i jutro); o o

o Dzisiaj dysponuje 0
docho<.iem nominalnym ‘\‘1
my, a jutro my;

o Dzisiaj wybiera poziom
konsumpcji w wielkosci ¢, a jutro ¢;
@ Moze pozyczaé, lub
lokowa¢ pieniadze po tej
samej stopie r > 0:
© jesli w pierwszym okresie nie wykorzysta wszystkich srodkéw
(a1 < my) to kwote my — ¢ lokuje po stopie r;
@ jesli w pierwszym okresie zaplanuje wieksza konsumpcje niz
dochéd (¢; > my), bierze kredyt ¢; — my po stopie r;
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Byto: model dwuokresowej uzytecznosci - rynek kredytowy

e Jutro bedzie dysponowat kwota my + (1 4 r)(my — ¢1) ktéra w
catosci przeznaczy na konsumpcje:

o=m+1+r)(m—a)
o Wybiera Sciezke (cf, c5) tak aby funkcja uzytecznosci u(cy, )

osiagata maksimum przy ograniczeniach
a(l+r)+c=0+r)m +m, c,c >0.
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Model dwuokresowej uzytecznosci - rynek kredytowy i

inwestycyjny

Gdy konsument miat dostep do rynku kredytowego:
e Mogt efektywniej wykorzystac¢ swoje fodki w zaleznosci od
swoich potrzeb;
e Miat wybdr czy dzisiaj pozwoli¢ sobie na nadwyzke
konsumpcji, czy moze lepiej odtozy¢ konsupcje na jutro.
Omowie model gdy konsument miat dostep do rynku
inwestycyjnego:.
@ Réwniez bedzie mégt efektywniej wykorzysta¢ swoje fodki w
zaleznosci od swoich potrzeb;
@ Niewykorzystane srodki przeznaczy na projekt inwestycyjny o
zadanej funkcji inwestycji;
@ Tym razem nie bedzie miat dostep do rynku kredytowego i nie
bedzie mégt zy¢ ponad stan.

Ekonomia matematyczna



Model dwuokresowej uzytecznosci - rynek inwestycyjny

Konsument

o Zyje przez dwa
okresy (np. dzisiaj i jutro);
o Dzisiaj dysponuje
dochodem nominalnym
my, a jutro mo;
e Dzisiaj wybiera
poziom konsumpcji
w wielkosci ¢, a jutro ¢p;
@ Dzisiaj moze zainwestowa¢
i w pewien projekt
inwestycyjny i oczekuje,
jutrzejszego zwrotu z
inwestycji w wysokosci f(i);
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Model dwuokresowej uzytecznosci

Szczegoty:
@ Zatézmy, ze dzisiaj wybierze poziom konsumpcji ¢; > 0 :

e Tym razem nie moze pozyczaé pieniedzy i musi wybraé
konsumpcje ¢; € [0, mq];

o Niewykorzystane pieniadze m; — ¢; moze zainwestowac na
jutro w pewien projekt inwestycyjny;

o Jesli zainwestuje i = my; — ¢, to jutro otrzyma zysk z projektu
(zwrot z inwestycji) w wysokosci f(7) (dla uproszczenia
inwestycja jest pozbawiona ryzyka);

e Jutro bedzie miat do dyspozycji my dochodu i f(i) zwrotu z
inwestycji i catos¢ kwoty przeznaczy na jutrzejsza konsumpcje

C = mo + f(l)

@ Celem konsumenta jest wybdr optymalnej sciezki
konsumpcyjno-inwestycyjnej (c1, i, ), czyli takiej dla ktérej
u(c1, cp) osiaga maksimum.
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Model dwuokresowej uzytecznosci

Zatozenie

Funkcja miedzyokresowej funkcji uzytecznosci oraz inwestycji
spefniaja zatozenia:

@ u:R; xR, — R jest rosnaca dla obu zmiennych i jest
funkcja wklesta;

o funkcja inwestycji f : Ry — R4 réwniez jest rosnaca, wklesta.
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Model dwuokresowej uzytecznosci

Problem konsumenta - ekstremum warunkowe

Matematyczne sformutowanie modelu konsumenta jest nastepujace:

@ wybieramy Sciezke konsumpcyjno-inwestycyjna
(cf,i*,c5) € Ry x Ry x Ry taka, zeby wartos¢ u(cy, o) byta
najwieksza;
@ przy ograniczeniach:
m — G — i = 0
m2—c2—f(i) = 0
@ @ 2 U

@ rozwiazujemy powyzszy problem metoda mnoznikéw
Lagrange'a.
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Model dwuokresowej uzytecznosci

Funkcja Lagrange’a ma postac
,C()\, c, i, C2) = U(Cl, C2) + )\1(m1 —C — i) + )\2(m2 + f(l) — C2).

gdzie teoretycznie konsumpcje i inwestycje moga nie spetniac
warunkéw brzegowych:

a+i=m oraz c=f(i)+ ms.

Zatem mnozniki Lagrange’'a interpretujemy jako
@ )1 - dzisiejszy koszt nadmiernej konsumpcji i wydatkéw
inwestycyjnych, czyli koszt wydatkéw na konsumpcje i
inwestycje przekraczajace biezace dochody;
@ \o - jutrzejszy koszt nadmiernej konsumpcji, koszt konsumpgji
przekraczajacej biezace dochody i zwrot z inwestycji.
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Model dwuokresowej uzytecznosci

Problem konsumenta - maksimum funkgji jednej zmiennej

Poniewaz konsumpcje i inwestycje sa ze soba $cisle powiazane,
problem mozna réwnowaznie zredukowaé do problemu maksimum
funkcji jednej zmiennej wg nastepujacych krokéw:

@ konsumpcja w pierwszym okresie ¢; € [0, my];

@ inwestycja z okresu pierwszego na drugi i = m — cy;

@ konsumpcja w drugim okresie
a="Ffi)+m=">Ff(m —ca)+ m,

@ rozwiazujemy problem max u(cy, f(m1 — c1) + my) przy
ograniczeniu ¢ € [0, my].
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Model dwuokresowej uzytecznosci

Z uwagi na wklestos¢ i monotonicznosé u i f, a co za tym idzie
wklestos¢ funkeji

C1 — ¢(C1) = U(Cl, f(ml = C1) + m2)

@ problem ma co najmniej jedno optymalne rozwiazanie;
@ jesli ich ma wiecej to zbiér rozwiazah bedzie odcinkiem;
o Sciezka konsumpcyjno-inwestycyjna

(a1, ) =(c,m —cf,m+ f(m — )

bedzie réwniez rozwiazaniem analogicznego problemu
ekstrméw warunkowych.
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Model dwuokresowej uzytecznosci

Uwaga CD

o jesli dodatkowo obie funkcje u i f beda klasy C!, to w celu
obliczenia optymalnej Sciezki (¢, i*, c;) oraz optymalnej
inwestycji wystarczy rozwiaza opnizsze réwnanie:

ou ou
/ /
a)=0& —(a,0)— —(a,a)f ((m—a)=0
¢'(c1) 8c1(1’ 2) 8c2( 1, ¢2)f'( 1)
i wstawi¢ po kolei ¢f - powyzsze rozwiazanie, czyli optymalna
konsumpcje, i* = f(my — ¢f) - optymalna inwestycja i
¢y = f(i*) + my - optymalna konsumpcja w drugim okresie.
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Model dwuokresowej uzytecznosci

Uwaga CD

@ Réwnowaznie mozna obliczyé punkt siodtowy ponizszej funkgji
metoda mnoznikéw Lagrange’a:

L\ c1,i,6)=u(c, )+ (m—c—i)+X(m+f(i)—c)

i obliczamy (¢, i*, ¢;) z uktadu réwnan:

§—§ = ,%(Chcz) -\ =0
% = A +Xf(i)) = 0
6752 = %(Cl,@) X =0
m — ¢ — i = 0

my — f(l) — C = 0

@ Z Twierdzenia Kuhna-Tuckera, rozwiazanie powyzszego uktadu
(o ile istnieje) bedzie rozwiazaniem optymalnym.
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Model dwuokresowej uzytecznosci

@ Naturalnym wymaganiem jest aby model nie dopuszczat zeby
konsument zachowywat sie ekstremalnie, czyli:

© rozsadny konsument zawsze przeznaczy pewna kwote na
inwestycje, ale nie zapomni o biezacych potrzebach;

© optymalna konsumpcja ¢ powinna zatem by¢ wewnatrz
przedziatu [0, my], tzn. 0 < ¢ < my;

© Dotychczasowy model nie wyklucza jednak sytuacji gdy ¢ =0
lub ¢ = m, chyba, ze zatozymy warunki Innady.
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Warunki Innady

Warunki Innady

Niech F : (0,00) — R bedzie funkcja rézniczkowalna. Méwimy, ze
F spetnia warunki Innady jesli

F'(07):= lim F'(x) =00 oraz F/(c0):= lim F/(x)=0.

x—0t X—00
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Warunki Innady

Klasyczne przyktady funkcji spetniajacej warunki Innady:

F(x) = x“, a € (0,1), czyli funkcja Cobba-Douglasa, oraz
F(x) = In(x).
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Warunki Innady-ilustracja w i=0
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Warunki Innady

Zatozenie dodatkowe - warunki Innady

Warunki Innady spetnione sa przez:
o funkcje produkgji f;

e funkcja u(-, c2) przy kazdym ustalonym ¢ > 0 i u(cy,-) przy
kazdym ustalonym ¢; > 0.

tatwo wykaza¢, ze przy zatozeniu warunkéw Innady istnieje
cf € (0, my) takie, ze

* 8” * % 8“ * % -k
¢>/(C1) = —(c,6)— 5—(c ,c2)f’(: )=0,
8C1 (9C2

dzie ¢ = mo + f(i*) oraz i* = my — ¢f, a (¢, i*, c) jest sciezka
g 2 1 121 ,6)) ¢
optymalna.
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Warunki Innady

Doktadnie;
0
¢'(c1) = 87:1(C1’ my + f(m — c))
0
—aiu(cl, my + f(m1 — Cl))f/(ml — C1).
(®)
Dalej
im @(c1) = (0, my + F(m))
c1—0Tt = 8C1 2 1
ou , B
oraz

ou
lim ¢'(c)=—=—(my,1, m
c1—>m1_¢( 1) aCl( ' 2)

ou iy
—87(:2(#)1, mg))f (0) = —OQ.
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Warunki Innady

Konsekwencje warunkéw Innady

Poniewaz funkcja pochodna ma wtasnosé Darboux, musi istnie¢
¢ € (0,1) takie, ze ¢'(cf) = 0. Tak obliczona konsumpgja ¢,
inwestycja i* = my — ¢; oraz ¢; = my + f(i*) daje optymalna
Sciezke konsumpcyjno inwestycyjna (c¢f, ¢, i*).
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Przyktad

Przyktad

Konsument dysponuje dochodem nominalnym m; = m a jutro nie
bedzie miat zadnych dochodéw niezwiazanych z inwestycja, ktérego
funkcja to f(i) = v/i. Fukcja miedzyokresowe] uzytecznosci

u(cr, @) = ey % a € (0,1).

Znajdz optymalna sciezke konsumpcyjno inwestycyjna.
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Przyktad - rozwiazanie

Rozwiazanie: 1 sposéb: Mamy my = m, my =0, oraz i = m — ¢y,
¢ = f(i) i maksymalizujemy

¢(a) = f'(Vm—a) .

Warto zauwazy¢, ze oba v i f spetniaja warunki Innady. Maksimum
¢ bedzie osiagniete w miejscu zerowym pochodnej i w tym samym
punkcie co /(c1) = In(¢(c1)) czyli

I(a1) = aln(c) + %(1 —a)in(m—a1).

Po zrézniczkowaniu

1
Py @1
(1) a  2(m—a)

(VERTE)



Przyktad - rozwiazanie CD

Rozwiazanie: 1 sposéb: Po przeksztatceniu:

Optymalna inwetsycja to i* = m — ¢f = i*—a a jutrzejsza

+a’
konsumpcja ¢ = V/i* = ,/ijr—g. (VERTE)
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Przyktad - rozwiazanie CD

Rozwiazanie: 2 sposéb: Funkcja Lagrangea

L c,i, )=+ M(m—c —i)+ (Vi)

Rézniczkujac po kolei g—fl, % i g—é i uwzgledniajac warunki

brzegowe mamy

ozclo‘*lc%*“ —A = 0

1 _
AQm - )\]_ — O
(I-a)f'c, =X = 0
m—Cc — i = 0
Vi-c =0

(VERTE)
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Przyktad - rozwiazanie CD

Dziele stronami réwnanie 1 i 3:

A l—«a
© W a @
1 23\71
1 2
(1—a)e,® = Ao
m—c—i = 0
Vi = o

(VERTE)

Ekonomia matematyczna



Przyktad - rozwiazanie CD

Dalej wstawiam /i z czwartego do drugiego, a pézniej i—; z

drugiego do pierwszego mamy

— 11-a
C2 - 2C2 « C]'
1 _ XM
2C2 - )\2
I-a)fe* = X
m—Cc — i = 0

\ﬁzcz

(VERTE)
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Przyktad - rozwiazanie CD

Dalej wstawiam ¢, z pierwszego do ostatniego réwnania

2 ll—«
) 2a @
1 A
2C2 - )\2
(1-o)g'c,* = X
m—Cc — i = 0
o 1l—«
= 3= a

Ostatnie réwnanie wstawiam do przedostatniego

11—«
m—C1:§

a

(VERTE)
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Przyktad - rozwiazanie CD

Z niego obliczam ¢

i mamy

(VERTE)

2
= m
1+«

Sl
Q‘Q
3

[aeypa—
o o
4+
3 @‘s:
s 3
8

=
3
\%I—‘
3
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Przyktad - rozwiazanie CD

| ostatecznie
( 2c

(5] = 1ta am

_ l1—«
@2 = 1+am
. _ l-a
! - 1+am
A . l1-« 14+« m @ l—am @ >0

1 = %/m l—a \ 14+« 14+«
2 “r s -

Mnozniki Lagrange’a sa dodatnie, a funkcje uzytecznosci i
warunkéw brzegowych spetniaja warunki tw. Kuhna -Tuckera. Stad

sciezka kansumpcyjna
a
i
C

jest optymalna. (VERTE)

2«
%—i—am
—a
1+am
l—«
1+a m

Ekonomia matematyczna



Przyktad - rozwiazanie CD

Rozwiazanie: 3 sposdb jest prawie analogiczny jak drugi: zamiast
u(cr, ) mozna rozpatrzyé In(u(ci, c2)) i postapi¢ analogicznie.
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Przyktad

Przyktfad

Dla danych z poprzedniego przyktadu odpowiedz na pytanie jak
elastycznos¢ wzgledem biezacej konsumpcji wytywa na

@ biezaca konsumpcje;

@ poziom inwestycji;

@ jutrzejsza konsumpcje.

Rozwiazanie: Dla funkcji u(cr, @) = cf'c; ™%, a jest elastycznoscia
wzgledem biezacych dochodéw, a 1 — « jest elastycznoscia
wzgledem przysztych dochodéw. Obliczylizmy wczesniej:

* 2a
G = 1xam

* l—«
G = T5am
% _ 1«
! - 1+am
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Przyktad

Badamy wiec ¢}, i*, oraz ¢ jako funkcje o € (0,1):

Ocf 2a ! . 2m
Oac (1 a) m= (1+a)? >0

a !
%Cz* _ ( /i )l _ (E=m) (irap . /m <0

[e% +a /1
\/1+a 1+a

gt _ e _ 2«
da (1+a) m = 1+am <0.

Zatem wraz ze wzrostem elastycznosci wzgledem biezacych
dochodéw:

@ rosnie biezaca konsumpgja,
@ maleje inwestycja,

@ maleje réwniez przyszta konsumpcja.
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