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Mie�dzyokresowy wybór konsumenta - byªo

Rozwa»li±my problem
konsumenta planuja�cego
bie»a�ca� i przyszªa� konsumpcje�.

miaª doste�p
do rynku kredytowego;

mógª zatem planowa¢
konsumpcje� powy»ej
bie»a�cych zarobków;

w przyszªo±ci musiaª
spªaci¢ zacia�gnie�ty kredyt.
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Byªo: model dwuokresowej u»yteczno±ci - rynek kredytowy

Konsument

�yje przez dwa
okresy (np. dzisiaj i jutro);

Dzisiaj dysponuje
dochodem nominalnym
m1, a jutro m2;

Dzisiaj wybiera poziom
konsumpcji w wielko±ci c1, a jutro c2;

Mo»e po»ycza¢, lub
lokowa¢ pienia�dze po tej
samej stopie r > 0:

1 je±li w pierwszym okresie nie wykorzysta wszystkich ±rodków
(c1 ≤ m1) to kwote� m1 − c1 lokuje po stopie r ;

2 je±li w pierwszym okresie zaplanuje wie�ksza� konsumpcje� ni»
dochód (c1 > m1), bierze kredyt c1 −m1 po stopie r ;
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Byªo: model dwuokresowej u»yteczno±ci - rynek kredytowy

Jutro be�dzie dysponowaª kwota� m2 + (1+ r)(m1 − c1) która� w
caªo±ci przeznaczy na konsumpcje�:

c2 = m2 + (1+ r)(m1 − c1);

Wybiera ±cie»ke� (c∗
1
, c∗

2
) tak aby funkcja u»yteczno±ci u(c1, c2)

osia�gaªa maksimum przy ograniczeniach
c1(1+ r) + c2 = (1+ r)m1 +m2, c1, c2 ≥ 0.

Ekonomia matematyczna



Model dwuokresowej u»yteczno±ci - rynek kredytowy i

inwestycyjny

Gdy konsument miaª doste�p do rynku kredytowego:

Mógª efektywniej wykorzysta¢ swoje ¯odki w zale»no±ci od
swoich potrzeb;

Miaª wybór czy dzisiaj pozwoli¢ sobie na nadwy»ke�
konsumpcji, czy mo»e lepiej odªo»y¢ konsupcje� na jutro.

Omówie� model gdy konsument miaª doste�p do rynku

inwestycyjnego:

Równie» be�dzie mógª efektywniej wykorzysta¢ swoje ¯odki w
zale»no±ci od swoich potrzeb;

Niewykorzystane ±rodki przeznaczy na projekt inwestycyjny o
zadanej funkcji inwestycji;

Tym razem nie be�dzie miaª doste�p do rynku kredytowego i nie
be�dzie mógª »y¢ ponad stan.
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Model dwuokresowej u»yteczno±ci - rynek inwestycyjny

Konsument

�yje przez dwa
okresy (np. dzisiaj i jutro);

Dzisiaj dysponuje
dochodem nominalnym
m1, a jutro m2;

Dzisiaj wybiera
poziom konsumpcji
w wielko±ci c1, a jutro c2;

Dzisiaj mo»e zainwestowa¢
i w pewien projekt
inwestycyjny i oczekuje,
jutrzejszego zwrotu z
inwestycji w wysoko±ci f (i);
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Model dwuokresowej u»yteczno±ci

Szczegóªy:
Zaªó»my, »e dzisiaj wybierze poziom konsumpcji c1 > 0 :

Tym razem nie mo»e po»ycza¢ pienie�dzy i musi wybra¢
konsumpcje� c1 ∈ [0,m1];
Niewykorzystane pienia�dze m1 − c1 mo»e zainwestowa¢ na
jutro w pewien projekt inwestycyjny ;
Je±li zainwestuje i = m1 − c2 to jutro otrzyma zysk z projektu
(zwrot z inwestycji) w wysoko±ci f (i) (dla uproszczenia
inwestycja jest pozbawiona ryzyka);

Jutro be�dzie miaª do dyspozycji m2 dochodu i f (i) zwrotu z
inwestycji i caªo±¢ kwoty przeznaczy na jutrzejsza� konsumpcje�

c2 = m2 + f (i).

Celem konsumenta jest wybór optymalnej ±cie»ki
konsumpcyjno-inwestycyjnej (c1, i , c2), czyli takiej dla której
u(c1, c2) osia�ga maksimum.

Ekonomia matematyczna



Model dwuokresowej u»yteczno±ci

Zaªo»enie

Funkcja mie�dzyokresowej funkcji u»yteczno±ci oraz inwestycji
speªniaja� zaªo»enia:

u : R+ × R+ 7→ R jest rosna�ca dla obu zmiennych i jest
funkcja� wkle�sªa�;

funkcja inwestycji f : R+ 7→ R+ równie» jest rosna�ca, wkle�sªa.
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Model dwuokresowej u»yteczno±ci

Problem konsumenta - ekstremum warunkowe

Matematyczne sformuªowanie modelu konsumenta jest naste�puja�ce:

wybieramy ±cie»ke� konsumpcyjno-inwestycyjna�
(c∗

1
, i∗, c∗

2
) ∈ R+ × R+ × R+ taka�, »eby warto±¢ u(c1, c2) byªa

najwie�ksza;

przy ograniczeniach:

m1 − c1 − i = 0
m2 − c2 − f (i) = 0

c1, i , c2 ≥ 0;

rozwia�zujemy powy»szy problem metoda� mno»ników
Lagrange'a.
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Model dwuokresowej u»yteczno±ci

Funkcja Lagrange'a ma posta¢

L(λ, c1, i , c2) = u(c1, c2) + λ1(m1 − c1 − i) + λ2(m2 + f (i)− c2).

gdzie teoretycznie konsumpcje i inwestycje moga� nie speªnia¢
warunków brzegowych:

c1 + i = m1 oraz c2 = f (i) +m2.

Zatem mno»niki Lagrange'a interpretujemy jako

λ1 - dzisiejszy koszt nadmiernej konsumpcji i wydatków
inwestycyjnych, czyli koszt wydatków na konsumpcje� i
inwestycje przekraczaja�ce bie»a�ce dochody;

λ2 - jutrzejszy koszt nadmiernej konsumpcji, koszt konsumpcji
przekraczaja�cej bie»a�ce dochody i zwrot z inwestycji.
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Model dwuokresowej u»yteczno±ci

Problem konsumenta - maksimum funkcji jednej zmiennej

Poniewa» konsumpcje i inwestycje sa� ze soba� ±ci±le powia�zane,
problem mo»na równowa»nie zredukowa¢ do problemu maksimum
funkcji jednej zmiennej wg naste�puja�cych kroków:

konsumpcja w pierwszym okresie c1 ∈ [0,m2];

inwestycja z okresu pierwszego na drugi i = m1 − c1;

konsumpcja w drugim okresie

c2 = f (i) +m2 = f (m1 − c1) +m2,

rozwia�zujemy problem max u(c1, f (m1 − c1) +m2) przy
ograniczeniu c1 ∈ [0,m1].
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Model dwuokresowej u»yteczno±ci

Uwaga

Z uwagi na wkle�sªo±¢ i monotoniczno±¢ u i f , a co za tym idzie
wkle�sªo±¢ funkcji

c1 7→ φ(c1) := u(c1, f (m1 − c1) +m2)

problem ma co najmniej jedno optymalne rozwia�zanie;

je±li ich ma wie�cej to zbiór rozwia�za« be�dzie odcinkiem;

�cie»ka konsumpcyjno-inwestycyjna

(c∗1 , i
∗, c∗2 ) = (c∗1 ,m1 − c∗1 ,m2 + f (m1 − c∗1 ))

be�dzie równie» rozwia�zaniem analogicznego problemu
ekstrmów warunkowych.
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Model dwuokresowej u»yteczno±ci

Uwaga CD

je±li dodatkowo obie funkcje u i f be�da� klasy C 1, to w celu
obliczenia optymalnej ±cie¹ki (c∗

1
, i∗, c∗

2
) oraz optymalnej

inwestycji wystarczy rozwia�za¢ opni»sze równanie:

φ′(c1) = 0⇔ ∂u

∂c1
(c1, c2)−

∂u

∂c2
(c1, c2)f

′(m − c1) = 0

i wstawi¢ po kolei c∗
1
- powy»sze rozwia�zanie, czyli optymalna�

konsumpcje�, i∗ = f (m1 − c∗
1
) - optymalna inwestycja i

c∗
2
= f (i∗) +m2 - optymalna konsumpcja w drugim okresie.
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Model dwuokresowej u»yteczno±ci

Uwaga CD

Równowa»nie mo»na obliczy¢ punkt siodªowy poni»szej funkcji
metoda� mno»ników Lagrange'a:

L(λ, c1, i , c2) = u(c1, c2)+λ1(m1−c1− i)+λ2(m2+ f (i)−c2)

i obliczamy (c∗
1
, i∗, c∗

2
) z ukªadu równa«:

∂L
∂c1

= ∂u
∂c1

(c1, c2)− λ1 = 0
∂L
∂i = −λ1 + λ2f

′(i) = 0
∂L
∂c2

= ∂u
∂c2

(c1, c2)− λ2 = 0
m1 − c1 − i = 0

m2 − f (i)− c2 = 0

Z Twierdzenia Kuhna-Tuckera, rozwia�zanie powy»szego ukªadu
(o ile istnieje) be�dzie rozwia�zaniem optymalnym.
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Model dwuokresowej u»yteczno±ci

Naturalnym wymaganiem jest aby model nie dopuszczaª »eby
konsument zachowywaª sie� ekstremalnie, czyli:

1 rozsa�dny konsument zawsze przeznaczy pewna� kwote� na
inwestycje�, ale nie zapomni o bie»a�cych potrzebach;

2 optymalna konsumpcja c∗
1
powinna zatem by¢ wewna�trz

przedziaªu [0,m1], tzn. 0 < c∗
1
< m1;

3 Dotychczasowy model nie wyklucza jednak sytuacji gdy c∗
1
= 0

lub c∗
1
= m, chyba, »e zaªo»ymy warunki Innady.
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Warunki Innady

Warunki Innady

Niech F : (0,∞) 7→ R+ be�dzie funkcja� ró»niczkowalna�. Mówimy, »e
F speªnia warunki Innady je±li

F ′(0+) := lim
x→0+

F ′(x) =∞ oraz F ′(∞) := lim
x→∞

F ′(x) = 0.
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Warunki Innady

Klasyczne przykªady funkcji speªniaja�cej warunki Innady:

F (x) = xα, α ∈ (0, 1), czyli funkcja Cobba-Douglasa, oraz
F (x) = ln(x).
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Interpretacja geometryczna warunków Innady
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Warunki Innady

Zaªo»enie dodatkowe - warunki Innady

Warunki Innady speªnione sa� przez:

funkcje� produkcji f ;

funkcja u(·, c2) przy ka»dym ustalonym c2 > 0 i u(c1, ·) przy
ka»dym ustalonym c1 > 0.

�atwo wykaza¢, »e przy zaªo»eniu warunków Innady istnieje
c∗
1
∈ (0,m1) takie, »e

φ′(c∗1 ) =
∂u

∂c1
(c∗1 , c

∗
2 )−

∂u

∂c2
(c∗1 , c

∗
2 )f
′(i∗) = 0,

gdzie c∗
2
= m2 + f (i∗) oraz i∗ = m1 − c∗

1
, a (c∗

1
, i∗, c∗

2
) jest scie»ka�

optymalna�.
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Warunki Innady

Dokªadniej

φ′(c1) =
∂u

∂c1
(c1,m2 + f (m1 − c1))

− ∂u
∂c2

(c1,m2 + f (m1 − c1))f
′(m1 − c1).

Dalej

lim
c1→0+

φ′(c1) =
∂u

∂c1
(0,m2 + f (m1))

− ∂u
∂c2

(0,m2 + f (m))f ′(m) =∞,

oraz

lim
c1→m−1

φ′(c1) =
∂u

∂c1
(m1, 1,m2)

− ∂u
∂c2

(m1,m2))f
′(0) = −∞.
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Warunki Innady

Konsekwencje warunków Innady

Poniewa» funkcja pochodna ma wªasno±¢ Darboux, musi istnie¢
c∗
1
∈ (0, 1) takie, »e φ′(c∗

1
) = 0. Tak obliczona konsumpcja c∗

1
,

inwestycja i∗ = m1 − c1 oraz c∗
2
= m2 + f (i∗) daje optymalna�

±cie»ke� konsumpcyjno inwestycyjna� (c∗
1
, c∗

2
, i∗).
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Przykªad

Przykªad

Konsument dysponuje dochodem nominalnym m1 = m a jutro nie
be�dzie miaª »adnych dochodów niezwia�zanych z inwestycja�, którego
funkcja to f (i) =

√
i . Fukcja mie�dzyokresowej u»yteczno±ci

u(c1, c2) = cα1 c
1−α
2

, α ∈ (0, 1).

Znajd¹ optymalna� ±cie»ke� konsumpcyjno inwestycyjna�.
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Przykªad - rozwia�zanie

Rozwia�zanie: 1 sposób: Mamy m1 = m, m2 = 0, oraz i = m− c1,
c2 = f (i) i maksymalizujemy

φ(c1) = cα1 (
√
m − c1)

1−α.

Warto zauwa»y¢, »e oba u i f speªniaja� warunki Innady. Maksimum
φ be�dzie osia�gnie�te w miejscu zerowym pochodnej i w tym samym
punkcie co l(c1) = ln(φ(c1)) czyli

l(c1) = α ln(c1) +
1
2
(1− α) ln(m − c1).

Po zró»niczkowaniu

l ′(c1) =
α

c1
− 1

2(m − c1)
(1− α) = 0.

(VERTE)
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Przykªad - rozwia�zanie CD

Rozwia�zanie: 1 sposób: Po przeksztaªceniu:

c∗1 =
2α

1+ α
m ∈ (0,m).

Optymalna inwetsycja to i∗ = m − c∗
1
= 1−α

1+α , a jutrzejsza

konsumpcja c∗
2
=
√
i∗ =

√
1−α
1+α . (VERTE)
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Przykªad - rozwia�zanie CD

Rozwia�zanie: 2 sposób: Funkcja Lagrangea

L(λ, c1, i , c2) = cα1 c
1−α
2

+ λ1(m − c1 − i) + λ2(
√
i − c2).

Ró»niczkuja�c po kolei ∂L
∂c1

, ∂L∂i i ∂L
∂c2

i uwzgle�dniaja�c warunki
brzegowe mamy 

αcα−1
1

c1−α
2
− λ1 = 0

λ2
1

2
√
i
− λ1 = 0

(1− α)cα
1
c−α
2
− λ2 = 0

m − c1 − i = 0√
i − c2 = 0

(VERTE)
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Przykªad - rozwia�zanie CD

Dziele� stronami równanie 1 i 3:

c2 = λ1
λ2

1−α
α c1

1√
i

= 2λ1λ2
(1− α)cα

1
c−α
2

= λ2
m − c1 − i = 0√

i = c2

(VERTE)
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Przykªad - rozwia�zanie CD

Dalej wstawiam
√
i z czwartego do drugiego, a pó¹niej λ1λ2 z

drugiego do pierwszego mamy

c2 = 1

2c2
1−α
α c1

1

2c2
= λ1

λ2
(1− α)cα

1
c−α
2

= λ2
m − c1 − i = 0√

i = c2

(VERTE)
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Przykªad - rozwia�zanie CD

Dalej wstawiam c2 z pierwszego do ostatniego równania
c2
2

= 1

2

1−α
α c1

1

2c2
= λ1

λ2
(1− α)cα

1
c−α
2

= λ2
m − c1 − i = 0

i = 1

2

1−α
α c1

Ostatnie równanie wstawiam do przedostatniego

m − c1 =
1
2
1− α
α

c1

(VERTE)
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Przykªad - rozwia�zanie CD

Z niego obliczam c1

c1 =
2α

1+ α
m

i mamy 

c1 = 2α
1+αm

c2 =
√

1−α
1+αm

i = 1−α
1+αm

λ1
λ2

= 1

2
√
m

√
1+α
1−α

λ2 = (1− α)
(

2α
1+αm

)α (√
1−α
1+αm

)−α
(VERTE)
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Przykªad - rozwia�zanie CD

I ostatecznie

c1 = 2α
1+αm

c2 =
√

1−α
1+αm

i = 1−α
1+αm

λ1 = 1−α
2
√
m

√
1+α
1−α

(
2α
1+αm

)α (√
1−α
1+αm

)−α
> 0

λ2 = (1− α)
(

2α
1+αm

)α (√
1−α
1+αm

)−α
> 0

Mno»niki Lagrange'a sa� dodatnie, a funkcje u»yteczno±ci i
warunków brzegowych speªniaja� warunki tw. Kuhna -Tuckera. Sta�d
scie»ka kansumpcyjna 

c1 = 2α
1+αm

i = 1−α
1+αm

c2 =
√

1−α
1+αm

jest optymalna. (VERTE)
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Przykªad - rozwia�zanie CD

Rozwia�zanie: 3 sposób jest prawie analogiczny jak drugi: zamiast
u(c1, c2) mo»na rozpatrzy¢ ln(u(c1, c2)) i posta�pi¢ analogicznie.
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Przykªad

Przykªad

Dla danych z poprzedniego przykªadu odpowiedz na pytanie jak
elastyczno±¢ wzgle�dem bie»a�cej konsumpcji wyªywa na

bie»a�ca� konsumpcje�;

poziom inwestycji;

jutrzejsza� konsumpcje�.

Rozwia�zanie: Dla funkcji u(c1, c2) = cα
1
c1−α
2

, α jest elastyczno±cia�
wzgle�dem bie»a�cych dochodów, a 1− α jest elastyczno±cia�
wzgle�dem przyszªych dochodów. Obliczyli¹my wcze±niej:

c∗
1

= 2α
1+αm

c∗
2

=
√

1−α
1+αm

i∗ = 1−α
1+αm
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Przykªad

Badamy wie�c c∗
1
, i∗, oraz c∗

2
jako funkcje α ∈ (0, 1):

∂c∗1
∂α =

(
2α
1+α

)′
m = 2m

(1+α)2
> 0

∂c∗2
∂α =

(√
1−α
1+αm

)′
=

( 1−α
1+α

m)
′

2

√
1−α
1+α

m
= −

2α
(1+α)2

2

√
1−α
1+α

√
m < 0

∂i∗

∂α =
(
1−α
1+α

)′
m = − 2α

1+αm < 0.

Zatem wraz ze wzrostem elastyczno±ci wzgle�dem bie»a�cych
dochodów:

ro±nie bie»a�ca konsumpcja,

maleje inwestycja,

maleje równie» przyszªa konsumpcja.
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