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Maksymalizacja przy ograniczeniach

Niech X C [[ C R’ bedzie zbiorem wypuktym. Niech v : X — R

k=1
bedzie funkcja uzytecznosci. Wprowadzamy zbiér ogranicznen
postaci I := {x € X : G(x) < 0}, gdzie G : X — R. Rozwazamy
problem

max u(x)  przy ograniczeniach G(x) < 0,x € X,
czyli

T )

Méwimy, ze x* jest rozwiazaniem optymalnym dla problemu
maksymalizacji funkeji u(x) przy ograniczeniach G(x) > 0 jesli

(x).

Y = 1) = T
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Ekstrema warunkowe, a punkt siodtowy

Funkcja Lagrange’a

L(A, x) = u(x) + AG(x).

Definicja punktu siodtowego

Punkt (A*, x*) jest punktem siodtowym L jesli dla dowolnego
x € X oraz A > 0 zachodzi

LV, x) < LK, x7) < LA, x7).
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Ekstrema warunkowe, a punkt siodtowy -interpretacja

Problem zostat zatem rozszerzony i konsument nie musi
przestrzega¢ ograniczen:

@ Ale pojawia sie mediator (np. pafnistwo, rekami swich
urzednikéw), ktéry zacheca konsumenta do przestrzegania
ograniczen;

@ Parametr A > 0 jest parametrem kary jaka jest proporcjonalnie
natozona na konsumenta jesli nie bedzie przestrzegat
ograniczen, oraz nagrody za jego przestrzeganie;

e Natozenie kary/nagrody to jednak dodatkowy dochéd/wydatek
pafstwa, wiec panstwo naktada A\ uzwzgledniaja réwniez i swdj
interes;

@ Punkt siodtowy (\*, x*) to inaczej optymalny wymiar kary z
punktu widzenia interesu panstwa, x* wiazka konsumpcyjna
uwzgledniajaca nie tyle nakaz przestrzegania ograniczen, co
wymiar kary za jego nieprzestrzeganie;

@ O dualizmie miedzy ekstremami warunkowymi a punktami
siodtowymi méwi Twierdzenie Kuhna-Tuckera.
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Ekstrema warunkowe, a punkt siodtowy

Twierdzenie Kuhna-Tuckera

Jesli (A%, x*) jest punktem siodtowym £ wtedy x* jest
rozwiazaniem optymalnym w problemie maksymalizacji funkcji u(x)
przy ograniczeniu G(x) > 0 tzn.

u(x*) = max  u(x).
( ) xEX:G(x)>0 )
Jesli dodatkowo v i G sa wkleste oraz istnieje xp € X takie, ze
G(xp) > 0, wtedy dla kazdego rozwiazania optymalnego x*, istnieje
A* > 0 taka, ze (\*, x*) jest punktem siodtowym L.
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Ekstrema warunkowe, a punkt siodtowy

Szkic dowodu

Pierwsza czes¢ jest prosta. Niech (x*, \*) bedzie punktem
siodtowym L i niech x € I bedzie dowolnym wektorem. Wtedy dla
kazdego A > 0ix € [ = {x: G(x) > 0} zachodzi

u(x*) = L(0,x*) > LA, x¥)

> L(A*, x) = u(x) + A" G(x) > u(x).

Stad x* jest rozwiazaniem optymalnym.
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Ekstrema warunkowe, a punkt siodtowy

Szkic dowodu

W drugiej cze$¢i dowodu zatoze dodatkowo, ze v i G sa
rézniczkowalne, a X C R? oraz G(x*) = 0 (x* rozwiazanie
optymalne). Zbiory

X1 ={x€e X:G(x)>0}
Xo = {x € X : u(x) > u(x*)}

sa wypukte przecinajace sie w punkcie x* i jest to ich jedyny
wspélny punkt. Ponadto the pierwszy zbiér ma punkt wewnetrzny
xp. Réwniez bez straty ogdlnosci zatozymy, ze X, ma punkt

wewnetrzny.
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Ekstrema warunkowe, a punkt siodtowy

Szkic dowodu

Oba zbiory przecinaja wzdtuz wspdélnej stycznej. Wektor
prostopadty

e do krzywej o réwnaniu u(x) = u(x*) w punkcie x = x* to np.
. ou
= | o) 520
o do krzywej o réwnaniu G(x) = G(x*) w punkcie x = x* to np.
. 0G, .. 0G,
& = [E)X(X ),@(X )] :
Poniewaz €1 i & sa prostopadte do wspélnej stycznej, stad sa

wspoétliniowe, a takze przeciwstawne stad istnieje \* € R, taka, ze
& = —\"&.
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Interpretacja twierdzenia Kuhna-Tuckera

u(x)= u(x*)

gradient 'G'

0.5
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Ekstrema warunkowe, a punkt siodtowy

Szkic dowodu C.D.
Stad dla wszystkich i =1,2,...,n

Ou

ax,-(x )+ A a—XI(x ) =0.

oraz z wklestosci u i G wynika, ze dla tego A\* i wszystkich x € X
zachodzi

LA, x*) = u(x*) + A*G(x") > u(x) + A*G(x) = L(x, \¥).
tatwo wykaza¢, ze dla dowolnych A > 0 zachodzi

LN, x*) = u(x™) + X G(x*) < u(x®) + AG(x*) = L(x*, \).

bo G(x*) = 0. Stad (\*, x*) jest punktem siodtowym.
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Whioski z Twierdzenia Kuhna-Tuckera

Gdy funkcje u i G sa wkleste, kazdy punkt x* € X dla ktérego
istnieje A* > 0 dla ktérego jest spetniony warunek

ou L0G o
87X,-+>\ o oraz G(x*) =0

dlai=1,2,...,n sa jest rozwiazaniem optymalnym w problemie
maksymalizacji funkcji u na catym zbiorze {x € R : G(x) > 0}.

Uzasadnienie

Z warunku koniecznego (oznaczmy Grad(-) = [8%1, ce axn} )

Grad(u) + A*Grad(G), oraz G(x*) = 0.
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Uzasadnienie-C.D.

Z wklestosci u i G, a takze z \* > 0 wynika, ze dla x € X

LN, x*) > L(A", x)
oraz z G(x*) = 0 mamy
LN, x7) < LA, x),

stad (\*, x*) jest punktem siodtowym L i z Twierdzenia
Kuhna-Tuckera x* jest rozwiazaniem optymalnym.
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Whioski z Twierdzenia Kuhna-Tuckera

Rozwiazanie optymalne x* jest na brzegu zbioru rozwiazan
dopuszczalnych tzn. G(x*) = 0, chyba ze x* jest wartoscia
najwieksza u. Doktadnie;

Uwaga
Gdy funkcje u i G sa wkleste, kazde rozwiazanie optymalne x* € X
spetnia warunek

(G(x*) > 0) = (u(x") > u(x), dla wszystkich x € X).
Innymi stowy, rozwiazanie optymalne x* spetnia réwnanie:

u(x*) = B u(x) = TS u(x),

o ile x* nie jest wartoscia najwieksza na catej dziedzinie X.
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Whioski z Twierdzenia Kuhna-Tuckera

Warunki Kuhna-Tuckera

Niech funkcje u i G beda wkleste i rézniczkowalne. Zatézmy, ze
istnieje A > 0 takie, ze dla x* € X

ou, .. 9G, . o
vi:1,...,nani(X )+)\6—Xi(x ), oraz G(x*)=0.

Wtedy x* jest rozwiazaniem optymalnych.
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Przyktad

Znajdz najwieksza wartos¢ funkcji u(x,y) = x + y na kole
spetniajacym warunek x% + y? < 1.

Rozwiazanie

Problem sprowadza sie do maksymalizacji u(x,y) = x + y na
zbiorze {(x,y) : G(x,y) > 0}, gdzie G(x,y) =1 — x* — y2. Zatem

L(x,y)=x+y+A1-x*—y?).

Warunki konieczne

oL oL

a_aiy:O)G()Qy):O?
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Przyktad

Rozwiazanie C.D.

to
1-2xA=1—-2yA=0 orazx*>+y>=1.
Mamy wiec
V2 V2 V2 V2 V2 V2
()‘axyy): A ) A ) A |Ub T A Y A Y A ]
2272 2 2 2

(x*,y*) = (%, % Poniewaz u i G sa wkleste, z twierdzenia
Kuhna-Tuckera (%, %) jest rozwiazaniem optymalnym.

N——

Z dodatnia A* = /22 zwiazane jest rozwiazanie
2
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Twierdzenie Kuhna-Tuckera (ogélniejsza wersja)

Twierdzenie Kuhna-Tuckera

@ jest prawdziwe réwniez w problemie maksymalizacyjnym u(x) i
wielu ograniczeniach G;(x) > 0, Ga(x) >0, ..., Gk(x) >0,
k < n;

o funkcja Lagrange’a spetnia réwnanie

k
LA, x) = u(x1,x2,...,xn) + Z/\ka(xl,...,xk).

j=1

@ dualizm miedzy rozwiazaniem optymalnym a punktem
siodtowym zachodzi gdy istnieje j oraz xp € X takie ze
GJ'(X()) > 0.
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Twierdzenie Kuhna-Tuckera (ogélniejsza wersja)

Mamy wiec ogdlniejsze warunki.

Warunki Kuhna-Tuckera
Jedli v oraz Gi, ..., Gi sa wkleste oraz dla nieujemnych Aj,
, A\; rozwiazanie x* spetnia warunek

1
*
N *

Viz1,..n Z Jax =0, oraz Vj—1. xGj(x*) =0,

to x* jest rozwiazaniem optymalnym.
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