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Maksymalizacja przy ograniczeniach

Niech X ⊂
n∏

k=1

⊂ Rn
+ be�dzie zbiorem wypukªym. Niech u : X 7→ R

be�dzie funkcja� u»yteczno±ci. Wprowadzamy zbiór ograniczne«
postaci Γ := {x ∈ X : G (x) ≤ 0}, gdzie G : X 7→ R. Rozwa»amy
problem

max u(x) przy ograniczeniach G (x) ≤ 0, x ∈ X ,

czyli
max
x∈Γ

u(x).

De�nicja

Mówimy, »e x∗ jest rozwia�zaniem optymalnym dla problemu
maksymalizacji funkcji u(x) przy ograniczeniach G (x) ≥ 0 je±li

u(x∗) = max
x∈Γ

u(x) = max
{x∈X :G(x)≥0}

u(x).
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Ekstrema warunkowe, a punkt siodªowy

Funkcja Lagrange'a

L(λ, x) = u(x) + λG (x).

De�nicja punktu siodªowego

Punkt (λ∗, x∗) jest punktem siodªowym L je±li dla dowolnego
x ∈ X oraz λ ≥ 0 zachodzi

L(λ∗, x) ≤ L(λ∗, x∗) ≤ L(λ, x∗).
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Ekstrema warunkowe, a punkt siodªowy -interpretacja

Problem zostaª zatem rozszerzony i konsument nie musi
przestrzega¢ ogranicze«:

Ale pojawia sie� mediator (np. pa«stwo, re�kami swich
urze�dników), który zache�ca konsumenta do przestrzegania
ogranicze«;
Parametr λ ≥ 0 jest parametrem kary jaka jest proporcjonalnie
naªo»ona na konsumenta je±li nie be�dzie przestrzegaª
ogranicze«, oraz nagrody za jego przestrzeganie;
Naªo»enie kary/nagrody to jednak dodatkowy dochód/wydatek
pa«stwa, wie�c pa«stwo nakªada λ uzwzgle�dniaja� równie» i swój
interes;
Punkt siodªowy (λ∗, x∗) to inaczej optymalny wymiar kary z
punktu widzenia interesu pa«stwa, x∗ wia�zka konsumpcyjna
uwzgle�dniaja�ca nie tyle nakaz przestrzegania ogranicze«, co
wymiar kary za jego nieprzestrzeganie;
O dualizmie mie�dzy ekstremami warunkowymi a punktami
siodªowymi mówi Twierdzenie Kuhna-Tuckera.
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Ekstrema warunkowe, a punkt siodªowy

Twierdzenie Kuhna-Tuckera

Je±li (λ∗, x∗) jest punktem siodªowym L wtedy x∗ jest
rozwia�zaniem optymalnym w problemie maksymalizacji funkcji u(x)
przy ograniczeniu G (x) ≥ 0 tzn.

u(x∗) = max
x∈X :G(x)≥0

u(x).

Je±li dodatkowo u i G sa� wkle�sªe oraz istnieje x0 ∈ X takie, »e
G (x0) > 0, wtedy dla ka»dego rozwia�zania optymalnego x∗, istnieje
λ∗ ≥ 0 taka, »e (λ∗, x∗) jest punktem siodªowym L.
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Ekstrema warunkowe, a punkt siodªowy

Szkic dowodu

Pierwsza cze�±¢ jest prosta. Niech (x∗, λ∗) be�dzie punktem
siodªowym L i niech x ∈ Γ be�dzie dowolnym wektorem. Wtedy dla
ka»dego λ ≥ 0 i x ∈ Γ = {x : G (x) ≥ 0} zachodzi

u(x∗) = L(0, x∗) ≥ L(λ∗, x∗)

≥ L(λ∗, x) = u(x) + λ∗G (x) ≥ u(x).

Sta�d x∗ jest rozwia�zaniem optymalnym.
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Ekstrema warunkowe, a punkt siodªowy

Szkic dowodu

W drugiej cze�±¢i dowodu zaªo»e� dodatkowo, »e u i G sa�
ró»niczkowalne, a X ⊂ R2 oraz G (x∗) = 0 (x∗ rozwia�zanie
optymalne). Zbiory

X1 = {x ∈ X : G (x) ≥ 0}

oraz
X2 = {x ∈ X : u(x) ≥ u(x∗)}

sa� wypukªe przecinaja�ce sie� w punkcie x∗ i jest to ich jedyny
wspólny punkt. Ponadto the pierwszy zbiór ma punkt wewne�trzny
x0. Równie» bez straty ogólno±ci zaªo»ymy, »e X2 ma punkt
wewne�trzny.
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Ekstrema warunkowe, a punkt siodªowy

Szkic dowodu

Oba zbiory przecinaja� wzdªu» wspólnej stycznej. Wektor
prostopadªy

do krzywej o równaniu u(x) = u(x∗) w punkcie x = x∗ to np.

~e1 =

[
∂u

∂x
(x∗),

∂u

∂y
(x∗)

]
do krzywej o równaniu G (x) = G (x∗) w punkcie x = x∗ to np.

~e2 =

[
∂G

∂x
(x∗),

∂G

∂y
(x∗)

]
.

Poniewa» ~e1 i ~e2 sa� prostopadªe do wspólnej stycznej, sta�d sa�
wspóªliniowe, a tak»e przeciwstawne sta�d istnieje λ∗ ∈ R+ taka, »e
~e1 = −λ∗~e2.
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Interpretacja twierdzenia Kuhna-Tuckera
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Ekstrema warunkowe, a punkt siodªowy

Szkic dowodu C.D.

Sta�d dla wszystkich i = 1, 2, . . . , n

∂u

∂xi
(x∗) + λ∗

∂G

∂xi
(x∗) = 0.

oraz z wkle�sªo±ci u i G wynika, »e dla tego λ∗ i wszystkich x ∈ X
zachodzi

L(λ∗, x∗) = u(x∗) + λ∗G (x∗) ≥ u(x) + λ∗G (x) = L(x , λ∗).

�atwo wykaza¢, »e dla dowolnych λ ≥ 0 zachodzi

L(λ∗, x∗) = u(x∗) + λ∗G (x∗) ≤ u(x∗) + λG (x∗) = L(x∗, λ).

bo G (x∗) = 0. Sta�d (λ∗, x∗) jest punktem siodªowym.
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Wnioski z Twierdzenia Kuhna-Tuckera

Wniosek

Gdy funkcje u i G sa� wkle�sªe, ka»dy punkt x∗ ∈ X dla którego
istnieje λ∗ ≥ 0 dla którego jest speªniony warunek

∂u

∂xi
+ λ∗

∂G

∂xi
, oraz G (x∗) = 0

dla i = 1, 2, . . . , n sa� jest rozwia�zaniem optymalnym w problemie
maksymalizacji funkcji u na caªym zbiorze {x ∈ R : G (x) ≥ 0}.

Uzasadnienie

Z warunku koniecznego (oznaczmy Grad(·) =
[

∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xn

]T
)

Grad(u) + λ∗Grad(G ), oraz G (x∗) = 0.
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Uzasadnienie-C.D.

Z wkle�sªo±ci u i G , a tak»e z λ∗ > 0 wynika, »e dla x ∈ X

L(λ∗, x∗) ≥ L(λ∗, x)

oraz z G (x∗) = 0 mamy

L(λ∗, x∗) ≤ L(λ, x∗),

sta�d (λ∗, x∗) jest punktem siodªowym L i z Twierdzenia
Kuhna-Tuckera x∗ jest rozwia�zaniem optymalnym.
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Wnioski z Twierdzenia Kuhna-Tuckera

Rozwia�zanie optymalne x∗ jest na brzegu zbioru rozwia�za«
dopuszczalnych tzn. G (x∗) = 0, chyba »e x∗ jest warto±cia�
najwie�ksza� u. Dokªadniej

Uwaga

Gdy funkcje u i G sa� wkle�sªe, ka»de rozwia�zanie optymalne x∗ ∈ X
speªnia warunek

(G (x∗) > 0)⇒ (u(x∗) ≥ u(x), dla wszystkich x ∈ X ) .

Innymi sªowy, rozwia�zanie optymalne x∗ speªnia równanie:

u(x∗) = max
G(x)≥0

u(x) = max
G(x)=0

u(x),

o ile x∗ nie jest warto±cia� najwie�ksza� na caªej dziedzinie X .
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Wnioski z Twierdzenia Kuhna-Tuckera

Warunki Kuhna-Tuckera

Niech funkcje u i G be�da� wkle�sªe i ró»niczkowalne. Zaªó»my, »e
istnieje λ ≥ 0 takie, »e dla x∗ ∈ X

∀i=1,...,n
∂u

∂xi
(x∗) + λ

∂G

∂xi
(x∗), oraz G (x∗) = 0.

Wtedy x∗ jest rozwia�zaniem optymalnych.
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Przykªad

Przykªad

Znajd¹ najwie�ksza� warto±¢ funkcji u(x , y) = x + y na kole
speªniaja�cym warunek x2 + y2 ≤ 1.

Rozwia�zanie

Problem sprowadza sie� do maksymalizacji u(x , y) = x + y na
zbiorze {(x , y) : G (x , y) ≥ 0}, gdzie G (x , y) = 1− x2 − y2. Zatem

L(x , y) = x + y + λ(1− x2 − y2).

Warunki konieczne

∂L
∂x

=
∂L
∂y

= 0,G (x , y) = 0,
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Przykªad

Rozwia�zanie C.D.

to
1− 2xλ = 1− 2yλ = 0 oraz x2 + y2 = 1.

Mamy wie�c

(λ, x , y) =

(√
2

2
,

√
2

2
,

√
2

2

)
lub

(
−
√
2

2
,−
√
2

2
,−
√
2

2

)
.

Z dodatnia� λ∗ =
√
22 zwia�zane jest rozwia�zanie

(x∗, y∗) =
(√

2

2
,
√
2

2

)
. Poniewa» u i G sa� wkle�sªe, z twierdzenia

Kuhna-Tuckera
(√

2

2
,
√
2

2

)
jest rozwia�zaniem optymalnym.
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Twierdzenie Kuhna-Tuckera (ogólniejsza wersja)

Twierdzenie Kuhna-Tuckera

jest prawdziwe równie» w problemie maksymalizacyjnym u(x) i
wielu ograniczeniach G1(x) ≥ 0, G2(x) ≥ 0, . . ., Gk(x) ≥ 0,
k < n;

funkcja Lagrange'a speªnia równanie

L(λ, x) = u(x1, x2, . . . , xn) +
k∑

j=1

λkGk(x1, . . . , xk).

dualizm mie�dzy rozwia�zaniem optymalnym a punktem
siodªowym zachodzi gdy istnieje j oraz x0 ∈ X takie »e
Gj(x0) > 0.
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Twierdzenie Kuhna-Tuckera (ogólniejsza wersja)

Mamy wie�c ogólniejsze warunki.

Warunki Kuhna-Tuckera

Je±li u oraz G1, . . . , Gk sa� wkle�sªe oraz dla nieujemnych λ∗
1
, λ∗

2
,

. . . , λ∗k rozwia�zanie x∗ speªnia warunek

∀i=1,...,n
∂u

∂xi
(x∗)+

k∑
j=1

λ∗j
∂Gj

∂xi
(x∗) = 0, oraz ∀j=1,...,kGj(x

∗) = 0,

to x∗ jest rozwia�zaniem optymalnym.
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