Gry wieloosobowe

11 grudnia 2024

Wyktady



Wieloosobowa gra ogélnie-powtérka

Gre wieloososobowa mozna zdefiniowana jako
({1, 2, ceey n},Xl X X2 X ... X Xn, (Wl, wo, ..., Wn)),

gdzie:
e {1,2,....n} jest zbiorem graczy;

@ X; jest niepustym zbiorem gracza i;

n
e w;: [[ Xi — R jest funkcja wyptaty dla gracza i;
i=1

Wyktady



Gry wieloosobowe-powtérka

Gre wieloosobowa dwuosobowa mozna zinterpretowa¢ jako
nastepujaca sytuacje:
e Kazdy gracz i niezaleznie od pozostatych wybiera x; € X;;

o Kazdy gracz i otrzymuje wyptate w;(x1, x2, ..., Xn);

Wyktady



Réwnowaga Nasha-powtérka

Definicja

Réwnowaga Nasha w grze wieloosobowej
({1, 2, 000 n},X1 X X2 X ... X Xn, (Wl, wop, ..., Wn))

nazywamy profil strategii (x;,x3,...,x;) € X1 x X x ... X, taki, ze
dla kazdego gracza i

* * * * * *
Wi(X17X27"'7Xi—17Xf 7Xi+17"'7Xn)

* * * * *
> Wi(X{, X0 ooy X1 Xiy Xip 1 - o5 Xpy)

dla wszystkich x; € X;.
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Réwnowaga Nasha-powtérka

Innymi stowy:

@ Zaden z graczy nie zyska wybierajaca alternatywe dla
réwnowagi, jesli pozostali gracze konsekwentnie zastosuja
strategie odpowiadajaca réwnowadze Nasha;

@ Mozna powiedzie¢, ze kazdy z graczy stosuje strategie
réownowagi Nasha, bo ... wszyscy tak robia, np.
zanieczyszczaja srodowisko, bo wszyscy tak robia;

@ Z drugiej strony kazdy z graczy naprawia wtasne szkody, bo
pozostali tez tak robia i nie chca by¢ napietnowani;
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Réwnowaga Nasha-powtérka

Uwaga

Moze sie zdarzy¢, ze odstepsto od réwnowagi na rzecz alternatywy
przyniesie zysk graczowi i, ale pod warunkiem, ze ktérys z
przeciwnikéw, np. j réwniez wybierze alternatywe x; dla réwnowagi:

* * * *
Wi(X, XX X)) <

* *
< WX, ooy Xy e Xy ey Xy )

Zatem o ile jednostronne odstepstwo od réwnowagi jest
nieoptacalne, dwu, lub wieloosobowe ostepstwo od réwnowagi moze
przynies¢ zysk.
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Réwnowaga Nasha

Oznaczenie

Dla (x1, X2, ..., Xn) € X1 X X2 X ... X X;, zdefiniujmy
(X2, X3, -++s Xn—1, Xn) dla i=1,
(X1, X3, .0y Xn—1, Xn) dla i=2,
X_; = (X1, X2, s Xj—1, Xj41s -y Xn—1,%n) dla  i=3,...,n—2,
(X1, %2, ey Xpn—2: Xn) dla i=n-1,
(X1, %2, o5 Xp—1) dla i=n,
Analogicznie definujemy X_;. Zdefiniujmy réwniez:
(X1, %2, X3, -y Xn—1, Xn) dla i=1,
(X1 X X80 s Heo s Xer) da =2,
(x,,-,x,-l):: (x1,x2,.“,x,-,1,x’-/,x,-+1,“.,x,.,,l,x,,) dla i=3,...,n—2,
(X1, X2 -y Xn—1, Xy, _15Xn) dla i=n-1,
(X25 X2, ooy Xp—1, X)) dla i=n.
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Réwnowaga Nasha

W grze n osobowej o wyptatach dla gracza i postaci
W,':X1 X ...X,ﬂ—)R,

funkcja najlepszych odpowiedzi dla gracza i na profil
pozostatych graczy x_; € X_; nazywamy BR; : X_; — 2%i jako

BRi(x_;) = arg max W,'(X—hX:{)
xfEX'

i i

Profil (x{, x3, ..., x;y) jest rownowaga Nasha wtedy i tylko wtedy gdy

X;k € BR,'(Xi,‘)

dla wszystkich i = 1,2, ..., n.
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Istnienie réwnowagi Nasha

Przyktad. (Brak istnienia réwnowagi Nasha)

Studenci graja w nastepujaca gre:
@ Wypisuja niezaleznie na kartce liczbe naturalna;
o Wygrywa ten student, ktéry wypisze wieksza liczbe;

@ Przegrany ptaci zwyciezcy 1 zt., a w przypadku remisu nie
dochodzi do ptatnosci.

Réwnowaga Nasha nie istnieje.
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Istnienie réwnowagi Nasha

Przyktad. (Brak istnienia réwnowagi Nasha) C.D.

Jest to gra o sumie zerowej, gdzie:
@ Zbidr strategii dla obu studentéw to X; = X, := N;

@ Funkcje wyptat dla studentéw:

1 jesli x3 > x
wi(xi,x2) =< 0 jesli x3 =xo
—1 jesli x3 < xo,
oraz
—1 jeéli X1 > X2
wa(x1,x2) =4 0 jesli x3 =x
1 jesli x3 < xo.
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Istnienie réwnowagi Nasha

Przyktad. (Brak istnienia réwnowagi Nasha) C.D.
Jednak

@ Funkcje najlepszych odpowiedzi to
BR]_(X2) = {X2 +1,x + 2, }

oraz
BR2(X1) = {Xl +1,x1 + 2, },
o Wiec nie moze istnie¢ para strategii (x;, x3) taka, ze
(x5,55) € BR(x}) x BRa(});

@ Réwnowaga Nasha zatem nie istnigje;

o A kiedy réwnowaga Nasha istnieje, odpowiedx w dalszej czesci.
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Topologiczne tto teorii gier

Niech X bedzie zbiorem. Oznaczmy

2X = {A:AcC X}.

Niech X i Y beda zbiorami niepustymi. Odwzorowanie ' : X > 2Y
nazywamy multifunkcja jesli ['(x) # 0 dla wszystkich x € X.

Grafem, lub wykresem multifuncji I : X — 2Y nazywamy

{(x,y) eXxY:yel(x)}
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Topologiczne tto teorii gier

Punktem statym multifunkcji I : X — 2% nazywamy element
xp € X taki, ze xg € r(Xo).

Twierdzenie Kakutaniego o punkcie statym

Niech X bedzie wypukfym i zwartym podzbiorem RV, oraz niech
I : X — 2X bedzie multifunkcja taka, ze:

@ Dla wszystkich x € X, '(x) jest zbiorem wypuktym;
o Wykres multifuncji I jest zbiorem domknigetym.

Wtedy istnieje punkt staty multifunkcji I'. Zbiér punktéw statych
multifunkcji T jest zbiorem zwartym.
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Topologiczne tto teorii gier
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Rysunek: Punkt staty multifunkcji spetniajacej tw. Kakutaniego

Wzér multifunkeji z rysunku 1, ktéra ma jeden punkt staty (1,1):

{0} jesli x€1[0,0.5),
Mx) =14 [0,1] jesli x = 0.5,
{1}  jesli x € (0.5,1].
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Topologiczne tto teorii gier

Rysunek: Punkty state multifunkgji spetniajacej tw. Kakutaniego.

Wzér multifunkeji z rysunku 2, ktéra ma punkty na prostej o
réwnaniu y = x dla X = [0, 1]

F(x) = [x*, V.



Topologiczne tto teorii gier
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Rysunek: T(1/2) = {0,1} nie jest zbiorem wypuktym, wiec nie spetnia
tw. Kakutaniego.

Wz6r multifunkgji z rysunku 3, ktéra nie ma punktu statego:
{1} jesli x€[0,0.5)
M(x)=1{ {0,1} jesli x=0.5,
{0}  jesli x e (0.5,1].
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Topologiczne tto teorii gier
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Rysunek: [(0) = (0,1] i ['(1) = [0, 1) nie sa zbiorami zwartymi, wiec nie
jest spetne zatozenie tw. Kakutaniego.

Wzér multifunkcji z rysunku 4, ktéra nie ma punktéw statych:
(0,1] jesli x=0,
Nx)=« {1} jesli xe€(0,1),
[0,1) jesli x=1.
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Topologiczne tto teorii gier
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Rysunek: Wykres nie jest zbiorem domknietym, wiec nie jest spetnione
tw. Kakutaniego.

Wzér multifunkcji z rysunku 5, ktéra nie ma punktéw statych:

1 jesli xe [0,3)u(:,1],
r(X):{ [{02.8},1] jeéli x_[;. )V (21
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Topologiczne tto teorii gier
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Rysunek: T'(x) =[x + 1, x + 2] jest zbiorem wypuktym i zwartym, a
wykres jest domkniety. Tym razem X = [0, 00) nie jest zbiorem zwartym,
wiec Tw. Kakutaniego nie jest spetnione.

Wzér multifunkcji z rysunku 6, ktéra nie ma punktéw statych dla
x> 0:
MNx)=[x+1x+2.
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Topologiczne tto teorii gier

Punktem statym funkgji f : X — X nazywamy element xg € X
taki, ze f(Xo) = XQ-

Twierdzenie Browera-Schaudera-Tikhonoffa o punkcie statym

Niech X bedzie wypukfym i zwartym podzbiorem RV, oraz niech
f - X — X bedzie funkcja ciagta. Wtedy istnieje punkt staty funkcji
f. Zbiér punktéw statych funkcji £ jest zbiorem zwartym.

Wyktady



Topologiczne tto teorii gier

Dowéd

Jest to wniosek z twierdzenia Kakutaniego: Niech '(x) = {f(x)}:

@ [(x) jest jest zbiorem jednopunktowym, a wiec wypuktym i
zwartym;
@ Poniewaz f jest ciagta, ma wykres domkniety, wiec I takze;
Zatem z Twierdzenia Kakutaniego istnieje xp € ['(x0) = {f(x0)},
czyli f(x0) = 0.
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Topologiczne tto teorii gier

Przyktad. Funkcja ciagta na zbiorze zwartym bez punktu statego.

Niech X bedzie okregiem o réwnaniu
X ={(x,y) € R?: x> + y*> = 1}.

Nie jest to zbiér wypukty, ale jest zwarty Niech f : X — X oznacza
obrét wokét (0,0) o kat ¢ € ]0, 2|

f(x,y) = (xcos(p) — ysin(p), xsin(¢) + y cos(¢)) -

Chociaz f jest ciagta, nie ma punktu statego.
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Istnienie réwnowagi Nasha-podstawy teoretyczne

Twierdzenie Nasha o istnieniu réwnowagi Nasha

W grze n-osobowej, niech X; C RM X, c RM2, ... X, c RN beda
zwartymi i wypuktymi zbiorami strategii. Niech w;(-) beda
funkcjami wyptat takimi, ze

e Dla kazdego gracza i, funkcja x; € X; — w;(x_j, x;) jest
wypukfa;

e Dla kazdego gracza i, funkcja w;(xy, x2, ..., X,) jest ciagta.

Witedy istnieje co najmniej jedna réwnowaga Nasha i zbiér
rownowag Nasha jest zbiorem zwartym w X3 X Xo X ... x Xj,.

Wyktady



Istnienie réwnowagi Nasha-podstawy teoretyczne

e Profil (x{,...,x;) jest réwnowaga Nasha wtedy i tylko wtedy

gdy
V,-:LQ,”_,,-,X;k S BR,(Xj,)

@ Dla (x1,x2,...,xp) € X1 X Xo X ... X X, niech
r(Xl,XQ, ...,X,,) = BRl(Xfl) X BRQ(X,Q) X ... X BR,,(X,,,).

@ Zatem réwnowaga Nasha to jednoczesnie punkt staty
multifunkcji T;

@ Wykazemy, ze I' spetnia zatozenia Twierdzenia Kakutaniego.

Wyktady



Istnienie réwnowagi Nasha-podstawy teoretyczne

Dowdd C.D.

Przypomnijmy,

BRi(x;) = arg max wi(x—;, X;).

i i

e Funkcja w;j(x_;,) jest wklesta, zatem BR;(x_;) jest zbiorem
wypuktym;

e Funkcja wj(x_;,-) jest ciagta, zatem BR;(x_;) jest zbiorem
domknietym, a ze BR;(x_;) C X, oraz X; jest zwartym
podzbiorem RNi| BR;(x_;) jest zbiorem zwartym;

@ Zatem I'(x1,X2,...,%Xn) = BRi(x-1) X ... X BRy(x_p) jest
zbiorem zwartym i wypuktym dla wszystkich (x1, x2, ..., xn);

o Wykaze,ze ' ma wykres domkniety.
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Istnienie réwnowagi Nasha-podstawy teoretyczne

Dowdéd C.D.

Aby wykaza¢ domknietosé wykresu,

o Wybierzmy ciag ((x1 ,x2 s XK, (y{‘,yzk, .. ,y,’,‘))ioz1
elementéw nalezacych do Gr(I'), czyli niech

1,985 ya) €TSS, o xp) dla k €N,

o Zatézmy, ze (xf, ..., xX) = (x1,x2, ..., x,) oraz

Vs s ) = (1, y2, -+, yn) gdy k — .
- Peltera, 2 (b s et (i neooni)) & BT
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Istnienie réwnowagi Nasha-podstawy teoretyczne

Dowdéd C.D.

@ Poniewaz ((x{‘,xé‘,...,x,’f),(ylk,yzk,...,y,’,‘)) € Gr(l) dla

wszystkich k, mamy y* € BR;(x*,), lub réwnowaznie
wi(x;, y) = wi(x¥;, v))

dla wszystkich y! € X; oraz k i i;

@ Przechodzac do granicy k — oo i korzystajac z ciagtosci u;
mamy

W,‘(Xfi,yi) > W,‘(Xfi,y,{),

co oznacza y; € BRi(x_;);
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Istnienie réwnowagi Nasha-podstawy teoretyczne

Dowdéd C.D.

@ Poniewaz i jest dowolne,

(y1,Y2, -y ¥n) € BRi(x_1) X ... X BRy(x—pn) = I'(x1, X2, ..., Xn),

czyli ((x1,x2, ...y Xn), (Y1, Y2, -, ¥n)) € Gr(I), zatem Gr(I) jest
dombkniety;

@ Zatem [(x) jest zbiorem wypuktym i zwartym, oraz Gr(I") jest
domkniety, stad i z Twierdzenia Kakutaniego istnieje punkt
staty (X1, ..., x5), czyli spetniajacy (X7, ...,x5) € T(x{, ..., x5);

o Z definicji I', x* € BR;j(x*;) dla wszystkich i, czyli jest to
réwnowaga Nasha.
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Istnienie réwnowagi Nasha-podstawy teoretyczne

Dowéd C.D.

@ Pozostaje wykazaé, ze zbiér réwnowag Nasha, lub réwnowaznie
punktéw statych I jest zbiorem zwartym w X x X gdzie
X::X1 XX2 X ...Xn;

o Jesli x := (x1,x2, ..., Xp) jest punktem statym I, to x € I'(x),
zatem

(x,x) € Gr(I);

@ Niech teraz (xk),fo:1 bedzie dowolnym ciagiem punktéw
statych I i niech x* — x gdy k — oc;

o Witedy dla k
(x*, xK) e Gr(IN),
a poniewaz Gr(I') jest domknietym zbiorem, (x, x) € Gr(I),
czyli x € T'(x);

@ Zatem zbiér punktéw statych jest domknietym podzbiorem
zwartego zbioru X x X, a wiec réwniez jest zbiorem zwartym.

- ____________________________________________/
Wyktady




Gra rozszerzona

Oznaczenia

o Jesli (€2, F) jest przestrzenia borelowska, to A(X) oznacza

zbiér rozktadéw prawdopodobienstwa na zbiorze Borelowskim
X CQ;

e Kazdy x € X jest identyfikowany z rozktadem
zdegenerowanym d,(-) € A(X), takim, ze 6x({x}) = 1;

@ Rozkfad zmiennej losowej wybierajacej x1, X2, ..., Xk z
prawdopodobienstwami po kolei p1, po, ..., px 0znaczymy jako

k
Z Pidx;(+) = P10x, (+) + P20y (+) + - - - + Pndx, (+)-
St

Wyktady



Gra rozszerzona

Twierdzenie o nosniku (ogélne sformutowanie)

Niech (2, F) bedzie przestrzenia borelowska i niech X C Q bedzie
pewnym zbiorem borelowskim. Niech f : X — R bedzie pewna
funkcja ograniczona i borelowska, oraz niech f bedzie jej
rozszerzeniem na A(X), czyli

) = [ FOou(@.

Witedy p* € arg max f(u) wtedy i tylko wtedy gdy
HEA(X)

e (aremag () = 1.

xeX
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Gra rozszerzona

Szukajac maksimum (1) na p € A(X) wystarczy znalezé
jakikolwiek zbiér punktéw maksymalizujacych f(x) i dowolny
rozktad na tych punktach. Nie ma innych rozktadéw
maksymalizujacych f(x) na p € A(X).

Wyktady



Gra rozszerzona

Gra rozszerzona

W grze n-osobowej, niech X3 C RN Xa C ]RNZ,. .., Xn C RNn zbiorami strategii i niech
n
w; : [ X; — R bedzie funkcja wyptat. Gra rozszerzona nazywamy gre
i=1
({1,2, .., n}, A(Xa) X A(X2) X ... X A(Xn)), (W1, W2, ..., Wn)),
gdzie

@ Dla kazdego i, zbiory strategii A(X;) oznaczaja zbiory rozktadéw prawdopodobiefistwa na Xj;

@ Funkcje wyptat oznaczaja oczekiwane wyptaty gdy gracze niezaleznie od siebie wybieraja

wi € A(X;):
Wi(pa, g2, - - -5 ptn) =
~[X1><X2><.,.><X,-. wi(x1,x2, ..., xn)(p1 @ p2 ® ... ® pnp)(dxy X dx2 X ... X dxp)

= x, (fx2 ( - (fx,, wi(xa, x2; - - - vXn)/»"n(an)) - ) uz(dXz)) pa(dxa).
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Gra rozszerzona

Gra rozszerzona polega na rozszerzeniu zbioru strategii x; € X; na
zbiér strategii zrandomizowanych. Gracz nie musi bezposrednio
wybiera¢ x; € X;, gdyz moze wybraé¢ losowo zbiér strategii wg
wybranego przez siebie rozktadu p;.

Wyktady



Gra rozszerzona

Nazewnictwo

Strategie czyste i mieszane definiujemy analogicznie jak w grach
dwumacierzowych.
o Gdy gracz i wybierze x; € X; (wybiera dy,(-)), to taka strategia
nazywana jest strategia czysta:

@ Strategia dla gracza i polegajaca na wyborze
niezdegenerowanego rozktadu p; € A(X;) nazywamy
strategia zrandomizowana;

@ Strategie czysta lub zrandomizowana nazwiemy ogélnie
strategia mieszana:

Strategie czysta x; € X; utozsamiamy ze strategia mieszana
dx; € A(X;), czyli ze zdegenerowana miara probabilistyczna, ktéra
spetnia 0y ({x;}) = 1, zatem bedziemy oznacza¢:

Wi(p—i, xi) == Wi(p—i, 0x;)-

Wyktady




Whioski z Twierdzenia Nasha

Twierdzenie Nasha o réwnowadze w zbiorze strategii mieszanych

W grze n-osobowej, niech X; C RM X, c RM2, ... X, c RN beda
zwartymi (niekoniecznie wypukfymi zbiorami strategii. Niech
w;(+) beda funkcjami wyptat takimi, ze dla kazdego gracza i,
funkcja w;(x1, x2, ..., xp) jest ciagta (funkcje x; — w;(x1, x2, ..., X)
niekoniecznie sa wypukte). Wtedy istnieje co najmniej jedna
réownowaga Nasha w zbiorze strategii mieszanych A(Xj)
(i=1,2,...,n) i zbi6ér réwnowag Nasha jest zbiorem zwartym w
A(X7) x A(X) X ... x A(Xp).

Wyktady



Whioski z Twierdzenia Nasha

Twierdzenie

Kazda gra dwumacierzowa posiada réwnowage Nasha w zbiorze
strategii mieszanych.
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Whioski z Twierdzenia Nasha

Niech A,B € R™*" beda macierzami wyptat dla obu graczy.
Wtedy zbiory strategii dla obu graczy spetniaja odpowiednio

X1={1,2,....m} oraz Xo={1,2,...,n},
—_——— ~—_—————
nr wiersza nr kolumny
czyli sa to zbiory zwarte, a wyptaty
Wl(iv.j):al_'ja W2(’7J):bljv

czyli sa to funkcje ciagte (na zbiorze dyskretnym, w szczegélnosci
skonczonym, kazda funkcja jest ciagta). Zatem z Tw. Nasha
wynika, ze istnieje rownowaga w zbiorze strategii mieszanych.
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Whioski z Twierdzenia Nasha

Podsumowanie Twierdzenia Nasha

Z twierdzenia Nasha wnioskujemy, ze:

o Gdy zbiory strategii sa zwarte i wypukfe sa, a funkcje wyptat
w;(x1, ..., Xp) sa ciagte w produkcie i wypukte w x;, to istnieje
rownowaga Nasha (w strategiach czystych);

o Gdy zrezygnujemy z zatozenia, ze zbiory strategii sa wypukte,
lub z wklestosci wi(xi, ..., xn) wzgledem x;, rownowaga Nasha
w strategiach czystych moze nie istnie¢, ale bedzie istnie¢ w
zbiorze strategii zrandomizowanych;

o Kazda gra dwumacierzowa, a wiec i macierzowa posiada
rownowage Nasha w zbiorze strategii mieszanych.
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Przyktady

Przyktad. Estymacja $redniokwadratowa.

Rozpatrzmy dwuosobowa gre o zbiorach strategii postaci
X1 = Xa =0, 1], oraz wyptatach postaci:

wi(x,y) = (x—y)*, wa(x,y)=—(x—y)>.

Zatem:

© Obie funkcje sa ciagte, ale wy nie jest wklesta, wiec
Twierdzenie Kakutaniego nie dziata w odniesieniu do strategii
czystych, ale dziata dla strategii mieszanych;

@ | rzeczywiscie wykazemy, ze nie istnieje réwnowaga Nasha w
zbiorze strategii czystych, ale mozna poda¢ przyktad
réwnowagi w zbiorze strategii mieszanych.
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Przyktad. Estymacja $redniokwadratowa

Funkcje najlepszych odpowiedzi spetniaja odpowiednio

{1} jesli -y <172,
BRi(y)= ¢ {0,1} jesli y=
{0} jesli y > 1/2
oraz
BR(x) = {x} .
Gra nie ma czystej réwnowagi Nasha (x*

y™) poniewaz gdyby istniata to:
o Jesll y* e [0 1/2), to wtedy x* € BRy(y™), czyli x* = 1, ale wtedy x* # y*, zatem
* ¢ BRa(x");

e Jeslly = 1/2 to wtedy x* € BRy(y
y™ ¢ BRz2(x");

*), czyli x* € {0, 1}, ale wtedy y™* # x*, zatem réwniez
e Jesll y* € (1/2,1], to wtedy x* € BRy(y™), czyli x* = 0, ale wtedy y* # x™*, czyli réwniez
BRa(x");

W zadnym wypadku (x*, y™) nie jest réwnowaga Nasha. Réwnowaga Nasha istnieje w zbiorze strategii
mieszanych

Wyktady




Przyktady

Przyktad. Estymacja $redniokwadratowa.

Rysunek: Wykresy funkgcji najlepszych odpowiedzi nie przecinaja sie w
uktadzie (x,y) € [0, 1]°.

Wyktady



Przyktad. Estymacja $redniokwadratowa.
Mozna wykazaé, ze jedna z réwnowag w grze rozszerzonej jest (u*, v™) postaci:

. 1
1 () = =do(")

1
5 + 561(4), oraz u*() = 61/2(~)

czyli pu* to wybér 0 z prawdopodobiefstwem 1/2 i 1 z takim samym prawdopodobiefistwem, natomiast
v* to wybér 1/2 z prawdopodobieAstwem 1. (u*, v*) jest réwnowaga Nasha bowiem,

@ Jesli gracz 2 zastosuje v* to oczekiwana wyptata dla gracza 1 wyniesie

~ * 1 2
w(x,v") = (x— = s
zatem {0,1} C BRy(v™), zatem z twierdzenia o noséniku pu* € BRy(v™);

@ Jesli gracz 2 zastosuje u* to oczekiwana wyptata dla gracza 2 wyniesie

_ 1, 1 2
W(u*,y):fgy 75(}/*1) 5

gdzie jedyne optymalne rozwiazanie to %. czyli v* () = 51/2(~) € BRx(p™)

Zatem (pn™, v™*) jest zrandomizowana réwnowaga Nasha.

Wyktady




Przyktady.

(x1,...,%n) = (c_j, d) oznaacza, ze x; = d, oraz x; = c gdy j # i.

Wyktady



Przyktady.

Przyktad. Aukcja Vickreya.

W aukgji bierze udziat n oséb, ktére anonimowo skfadaja oferte
zakupu pewnego obrazu o wartosci ¢ > 0. Wygrywa ten kto ztozy
najwyzsza cene, ale zaptaci tyle ile zaproponuje druga w kolejnosci
osoba. W przypadku remisu, o zwycieztwie decyduje losowanie z
réwnym prawdopodobiefnstwem.

@ Znajdz réwnowagi Nasha.

o Czy istnieja réwnowagi, ktére daja zysk aukcjonariuszowi?

e Czy zrandomizowana strategia (u1, pi2, - - - , f4n) zdefiniowana

jako
1 1
pi = 500(-) + 50c(-)Vi

jest réwnowaga Nasha w zbiorze strategii mieszanych?
Pokaza¢, ze wszystkim graczom daje dodatnie oczekiwane
wygrane.

Wyktady




Przyktady.

Przyktad. Aukcja Vickreya. llustracja.

Przyktadowo 6 aukcjonariuszy(ek) ztozyto oferty kupna obrazu.

Inwestor | Oferta | Lista rankingowa
Ania 10.000 3

Bronek 8.000
Czesiu 11.000
Daria 9.500
Ewa 12.000
Franek 7.000

SO = AN O

Zatem Ewa proponujac 12.000 wygrywa licytacje i ma prawo do
zakupu obrazu za 11.000, czyli za cene zaproponowana przez
drugiego inwestora Czesia.

Wyktady



Przyktady.

Przyktad. Aukcja Vickreya. llustracja.

Inne wyniki.

Inwestor | Oferta | Lista rankingowa
Ania 11.000 1,2,3
Bronek | 10.000 4

Czesiu 11.000 1,2,3
Daria 9.500 5

Ewa 9.000 6

Franek | 11.000 1,2,3

Tym razem najwyzej licytuja Ania, Czesiu i Franek i miedzy nimi
rozegra sie dogrywka. Zwyciezca dogrywki kupuje obraz za 11.000.

Wyktady



Przyktady.

Przyktad. Aukcja Vickreya. Rozwiazanie.

Oznaczmy:

OX]'

= max(x1, X2, ..., Xn);
o x'- i ta najwigkszy element z liczb (xq, ..., x,).

Funkcja wyptaty dla gracza i:

c—x? o
ri(Xl,--.,x,,):{ niy 8dy xi=x

gdzie
N(x) := {i: x; = x'},

a #(-) oznacza moc danego zbioru.

Wyktady



Przyktady.

Przyktad. Aukcja Vickreya.

e tatwo wykaza¢, ze BR;(c_;) spetnia

BR,'(C,,') = R+,

@ x; < c oznacza przegrana licytacje (wyptata 0);

@ x; = c dogrywka, ale nawet w przypadku zwyciestwa, i ptaci c,
tyle ile obraz jest wart (wyptata 0);;

© x; > c oznacza, ze i wygra licytacje, ale zaptaci za obraz c,
tyle ile wynosi jego wartos¢ (wyptata 0);

o tatwo wykaza¢, ze BRj(c_;,d) dla j # i réwniez spetnia
BRJ'(C_,', d) = [0, C/),

gdy d > c, poniewaz jedyny gracz, ktéry byt gotowy
przeptaci¢, i tak pfaci ¢, co réwnowazy cene obrazu.

Wyktady




Przyktady.

Przykfad. Aukcja Vickreya.

e Zatem x = (c,c, ..., ¢) jest réwnowaga Nasha;

@ Réwniez x = (c_;, d) jest rownowaga Nasha gdy d > 0:

@ Poprzednio ustalilismy BR;(c_;,d) =R, stad d € BR;(c_;);
@ Dla j # i: jesli pozostaje przy c, przegra licytacje, a zeby
wygra¢ musiatby wybra¢ ¢’ > d, czyli tym bardziej straci,
poniewaz wyptata wyniesie ¢ — ¢/, zatem ¢ € BRj(c_;, d)
poniewaz
BRj(X,J') S [O, d)

Wyktady



Przyktady.

Przyktad. Aukcja Vickreya.

o Podobnie wykazemy, ze gdy x* = x?> = ¢, (x1, X2, ..., X,) jest
réwnowaga Nasha;

o Jeszcze ogdlniej, wystarczy gdy x! > x2 = ¢, (x1,X2, ..., Xn),
poniewaz kazdy pojedynczy gracz, jesli chce wygra¢ musi
zaproponowa¢ cene nie mniejsza niz x!, a wiec nawet jak
wygra licytacje, przeptaci za obraz;

o Gdy x! > ¢, ale x? < ¢, wtedy pierwszy gracz w przypadku
zwyciestwa ptaci ¢ — x? > 0, a porazka powoduje, ze traci
zysk, zatem ta réwnowaga daje zwyciezcy zysk;

o Gdy x! > x? > ¢, wtedy zwyciezca aukgji traci, bo ptaci wiecej
niz wynosi cena obrazu, zatem nie jest to réwnowaga Nasha;

o Gdy x! < ¢, wtedy kazdy z przegranych moze wybra¢ np. c i
wtedy zaptaci x!, a wiec zyska x! — ¢;

Wyktady



Przyktady.

Przyktad. Aukcja Vickreya.

@ Zbiér czystych réwnowag to

NE = {(x1,...xn) ER] : x' > x* = ¢, lub x* > ¢ > x?},

czyli druga najwieksza licytacja to wybér c;

@ Roéwnowaga gdy x! > ¢ > x? daje zwyciezcy zysk ¢ — x?;

© Pozostacje pytanie o réwnowagi zrandomizowane.

Wyktady



Przyktady.

Przyktad. Aukcja Vickreya.

o Niech (p1, p2, ..., 1n) bedzie profilem, ze wszyscy
aukcjonariusze losuja wybér miedzy 0 i ¢ z jednakowym
prawdopodobiefnstwem: p; = %50(-) + %5C(-), i=1,2,...,nm

@ Zatem zwyciezca i zarobi w dwéch okolicznosciach:

© Wszyscy pozostali przeciwnicy wylosuja 0, a on wylosuje ¢
wtedy zyska obraz za darmo, bo zaptaci tyle co drugi na liscie,
czyli zysk wyniesie c;

@ Wszyscy wylosuja 0, a on wygra dogrywka i wtedy oczekiwany
zysk wyniesie %C;

Wyktady



Przyktad. Aukcja Vickreya.

@ Zatem jesli i rozwazy zmiane strategii, to pozostali gracze dadza mu wygraé i jednoczesnie

zyskaé tylko w przypadku gdy wszyscy wylosuja 0, co nastapi z prawdopodobiefAstwem 2n1—1 )

zarem oczekiwana wyptata to

2n—1

1 dla x; =0

wi(k_i, xj) =
man—1°€

{ L@ dla x; >0

Stad
BR;i(1—j) = (0, 00),

zatem nosnik p; = %50(-) + %§C(~), ktéry jest postaci {0, 1} nie zawiera sie w
BR;(p_;) = (0, c], zatem (u1, ..., tn) nie jest rdwnowaga Nasha;

@ Ale daje wszystkim oczekiwana dodatnia wygrana, bo:

1\ 1
wi(pa, B2, s n) > (1+ *) —c>0.
n/ 2n

Wyktady




