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Wyktady



Wieloosobowa gra ogdlnie

Gre wieloososobowa mozna zdefiniowana jako
({1, 2, ceey n},Xl X X2 X ... X Xn, (Wl, wo, ..., Wn)),

gdzie:
e {1,2,....n} jest zbiorem graczy;

@ X; jest niepustym zbiorem gracza i;

n
e w;: [[ Xi — R jest funkcja wyptaty dla gracza i;
i=1

Wyktady



Gry wieloosobowe

Gre wieloosobowa dwuosobowa mozna zinterpretowa¢ jako
nastepujaca sytuacje:

e Kazdy gracz i niezaleznie od pozostatych wybiera x; € X;;

o Kazdy gracz i otrzymuje wyptate w;(x1, x2, ..., Xn);

Uwaga
Gre wieloosobowa mozna opisa¢ zwiezlej, jako funkcja

Fo{L,2,...n} x [[ X~ R,
i=1

gdzie F(i,x1,X2, ..., Xn) = Wj(X1, X2, ..., Xn), czyli i-indeks gracza, a
(x1,x2, ..., Xn) Oznacza wektor strategii poszczegdlnych graczy, a
funcja zwraca wyptate odpowiedniego gracza.
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Réwnowaga Nasha

Definicja

Réwnowaga Nasha w grze wieloosobowej
({1, 2, 000 n},X1 X X2 X ... X Xn, (Wl, wop, ..., Wn))

nazywamy profil strategii (x;,x3,...,x;) € X1 x X x ... X, taki, ze
dla kazdego gracza i

* * * * * *
Wi(X17X27"'7Xi—17Xf 7Xi+17"'7Xn)

* * * * *
> Wi(X{, X0 ooy X1 Xiy Xip 1 - o5 Xpy)

dla wszystkich x; € X;.
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Réwnowaga Nasha

Innymi stowy:

@ Zaden z graczy nie zyska wybierajaca alternatywe dla
réwnowagi, jesli pozostali gracze konsekwentnie zastosuja
strategie odpowiadajaca réwnowadze Nasha;

@ Mozna powiedzie¢, ze kazdy z graczy stosuje strategie
réownowagi Nasha, bo ... wszyscy tak robia, np.
zanieczyszczaja srodowisko, bo wszyscy tak robia;

@ Z drugiej strony kazdy z graczy naprawia wtasne szkody, bo
pozostali tez tak robia i nie chca by¢ napietnowani;
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Réwnowaga Nasha

Uwaga

Moze sie zdarzy¢, ze odstepsto od réwnowagi na rzecz alternatywy
przyniesie zysk graczowi i, ale pod warunkiem, ze ktérys z
przeciwnikéw, np. j réwniez wybierze alternatywe x; dla réwnowagi:

* * * *
Wi(X, XX X)) <

* *
< WX, ooy Xy e Xy ey Xy )

Zatem o ile jednostronne odstepstwo od réwnowagi jest
nieoptacalne, dwu, lub wieloosobowe ostepstwo od réwnowagi moze
przynies¢ zysk.
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Réwnowaga Nasha

Przyktad

Mamy 3 przedsiebiorcéw zaangazowanych w pewien projekt.

o Gracz pierwszy wybiera swoj wktad w wysokosci x > 0, gracz 2
wybiera wktad y > 0, a trzeci wybiera wktad z > 0;

@ Wartosc projektu to 3xyz jest dzielona przez graczy po réwno;
e Kazdy z graczy ponosi koszt wniesionego wktadu w wysokosci
po kolei x3, y3 i z3;

@ Zatem wyptaty wynosza odpowiednio

wi(x,y,z) = xyz— x3,
W2(X;y72) = XyZ—y3,
wi(x,y,z) = xyz— 7

Znadz réwnowagi Nasha.
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Réwnowaga Nasha

Rozwiazanie

Widag¢, ze wszystkie funkcje wyptat w; sa wkleste wzgledem
strategii x; zatem gracz 1 powinien wybra¢ x dla ktérego

%V)V(l:yz—3x2:0.

Analogicznie postapia pozostali gracze, czyli rozwiazemy uktad

réwnan: 5
_ 2 _
59—“)? = yz—3x=0
a&yz = xz—3y?=0
0 _ 2 _
Be = xy—3z°=0

Jedyna réwnowaga Nasha to (x*, y*, z*) = (0,0, 0), zatem koszty
wktadu przekraczaja potencjalne zyski z projektu.

Wyktady



Réwnowaga Nasha

Przyktad

Mamy 3 przedsiebiorcéw zaangazowanych w pewien projekt.

e Gracz pierwszy wybiera swéj wktad w wysokosci x > 0, gracz 2
wybiera wktad y > 0, a trzeci wybiera wktad z > 0;

@ Wartosc projektu to 3xyz jest dzielona przez graczy po réwno;

o Kazdy z graczy ponosi koszt wniesionego wktadu w wysokosci
po kolei x2, y? i z2, czyli nauczyt sie efektowniej zarzadza¢
kosztami:

@ Zatem wyptaty wynosza odpowiednio

wi(x,y,z) = xyz— x2,
W2(X,y,Z) = xyz—yz,
wy(x,y,z) = xyz—Zz2

Znadz réwnowagi Nasha.
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Réwnowaga Nasha

Rozwiazanie

Wida¢, ze wszystkie funkcje wyptat w; sa wkleste wzgledem
strategii x; zatem rozwiazemy ukfad réwnan:

a—")‘? = yz—2x=0
%yz = xz2—2y=0
% = xy—2z=0

Jedyne réwnowagi Nasha to (X7, y;, z) = (0,0,0), czyli tzw.
réwnowaga biedy oraz (x3,y5,z3) = (2,2,2) zatem jest mozliwos¢,
ze gracze wezma sie do pracy, jednak biernosci nie mozna
wykluczyé. Wyptaty réwnowagowe to odpowiednio

wy(0,0,0) = wz(0,0,0) = w3(0,0,0) =0, oraz wj(2,2,2)=wa2(2,2,2)=w3(2,2,2) =4,

czyli rownowaga, gdy gracze solidarnie angazuja sie w projekt daje
wiecej niz biernos¢, ktéra prowadzi do biedy.
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Réwnowaga Nasha

Mamy te same 3 przedsiebiorcéw zaangazowanych w pewien
projekt.

o Gracz pierwszy wybiera swoj wktad w wysokosci x > 0, gracz 2
wybiera wktad y > 0, a trzeci wybiera wktad z > 0;

@ Wartosc projektu to 3xyz jest dzielona przez graczy po réwno;
e Kazdy z graczy ponosi koszt wniesionego wktadu w wysokosci
po kolei x, y? i z2, czyli nauczyt sie efektowniej zarzadza¢

kosztami;
@ Zatem wyptaty wynosza odpowiednio

wi(x,y,z) = xyz—x2,
wa(x, y, z) = Xyz*yzv
ws(x, y, z) = WE=z

Mozna wykaza¢, ze nawet réwnowaga (2,2,2) nie daje satysfakcji
graczom.
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Réwnowaga Nasha

Uwaga C.D.

Zatézmy, ze wysitek graczy bedzie ten sam, tzn. x = y = z, ale
niekoniecznie bedie réwnowagowy, tzn. dopuszczamy x # 2 lub
x # 0. Wyptaty beda

f(x) == wi(x, x,x) = wa(x, x, X) = wz(x, x, x) = x> — x°.
Jesli x — oo to f(x) — oo. Zatem gdy gracze zwielokrotnia wysitki
to ich wyptaty znacznie przekrocza te z réwnowag, podczas gdy
réwnowaga daje wyptaty maksymalnie 4 patrz wykres nastepna
strona.
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Réwnowaga Nasha
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Zastosowanie strategii pozaréwnowagowej wymaga jednak zaufania
do wspétgracza.

Wyktady



Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota

Mamy 3 oligopolistéw, firmy, ktérzy jako jedyni wydobywaja ten
sam surowiec.
@ Jesli cena surowca wyniesie p, to popyt na nie wyniesie
D(p) =10 — 2p;
@ Zatem jesli firma 1 wydobedzie x > 0, firma 2 wydobedzie
y > 0, firma 3 wydobedzie z > 0, to cena rynkowa uksztattuje
sie na poziomie x + y + z = 10 — 2p (oligopolisci tak ustawia
cene, zeby sprzedac caty towar), zatem cena wyniesie

1
p:5—§(x+y—i—z);

@ Poniewaz cena nie moze by¢ ujemna, z géry wiadomo, ze
x + y + z < 10, zatem dziedzina to

2 :={(x,y,2) ER¥: x>0,y >0,z>0,x +y+z <10}.




Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota C.D.

e Utarg graczy wynosza odpowiednio:

cena

e e
1
uy = (575(x+y+z)>x,
cena
1
uz = (5* E(X+y+2)> Y
cena
1
usz = (5—5(x+y+z)>z

@ Przyjmujac, ze firmy ponosza liniowe koszty wydobycia postaci

3x,
3y,
3z,

c1(x)
c2(y)
c3(z)

e Wypftaty dla graczy to utarg minus koszt, zatem VERTE->
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota C.D
Wyptaty dla graczy:

wi(x,y,z) = (5-— %(X +y+2z))x—3x,
wo(x,y,z) = (5 s(x+y+ z)) y — 3y,
wi(x,y,z) = (5—3(x+y+2z)z—3z

Réwnowaznie

wi(x,y,z) = (2— %(y—l—z))x—%xz,
wa(x,y,z) = (2- %(X+Z)) y—3¥%
wa(x,y,z) = ( — §(x +y)) z %22.

Ponownie funkcje sa wkleste: wy wzgledem x, wy wzgledem y i w3
wzgledem z.
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota C.D

Zatem réwnowage obliczymy z uktadu réwnan:

fintera) = 244 -x=0
é,Wz(X Y,2Z) = 2—*(X+Z) =0,
5w(xy,z) = 2—§(X+Y)—Z—0-

Daje to rozwiazanie (x*, y*,z*) = (1,1,1) i jest to jedyna
réwnowaga Nasha.
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota C.D.

Poniewaz cena wyraza sie wzorem:

1
p:5—§(x+y+z),

mamy wiec cene po zastosowania réwnowagi w postaci:

1
p*=5—-(1+1+1)

2 — o

Zyski przedsiebiorstw to

7 1
wi(1,1,1) = wp(1,1,1) = wy(1,1,1) = 5 x1 =31 =_.
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota.

Rozpatrujemy model oligopolu Curnota postaci

Wl(Xayaz) = (5—%(X+Y+Z))X—7X>
wa(x,y,2) = (5—3(x+y+2)y—y,
W3(X,y,2) = (5_%(X+y+z))z_727

gdzie v > 0 sa nazywane kosztami krancowymi wydobycia.
Réwnowaznie

wi(x,y,z) = (5—v %(HZ))X %X{
wo(x,y,z) = (5—v—3(x+2)y—3y%
wi(x,y,z) = (5—7—35(x+y))z—32

Dla jakich kosztéw kranicowych oligopolisci porzuca rynek?

Wyktady



Réwnowaga Nasha

Rozwiazanie. Oligopol Cournota

Oligopolisci opuszcza rynek, gdy w réwnowadze Nasha koszty
przekrocza utarg, czyli czy wyptata bedzie ujemna. Przypomnijmy,
ze:

mixy.2) = (5=y=y+2)x=be
wa(x,y,2) = (5= —zlx+2))y- %2
wy(x,y,z) = (5=7—3(x+y))z—32
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Réwnowaga Nasha

Rozwiazanie. Oligopol Cournota. C.D.

Jesli

%(y+z)>0
(x+2)>0 (1)
5(x+y) >0,

=N

5—7—
5=
5—v-—

funkcje wyptat wi, wy i ws sa wkleste w x, y i odpowiednio w z.
Wtedy przyréwnamy pochodne do zera:

%Wl(xayvz) - 5_’7 %(y—FZ)—X—O
@Wz(xy,Z) = 5—v—3(x+2z)-y=0,
LZws(x,y,z) = 5—v—3i(x+y)—z=0.
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Réwnowaga Nasha

Rozwiazanie. Oligopol Cournota.

o Rozwiazanie (x*,y*,z*) = (3-%,3-%.3- %)

e spetnia réwnanie (1) tylko dla v € (0, 5];
o wtedy tez rozwiazanie jest w dziedzinie, bo
x*>0,y*>0,z" >0, oraz x* + y* + z* < 10;
e Dla v > 5, jedyna réwnowaga jest (0,0,0); W takich
okolicznosciach firmy zostana na rynku ale nic nie wydobeda
czekajac na lepsze czasy.

o Jesli jednak v € [0,5) to réwnowaga Nasha wynosi

i da to cena (p =5 — (x +y + z)) wyniesie

. . 3
pPr=>5-,(-7
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Réwnowaga Nasha

Rozwiazanie. Oligopol Cournota.

Daje to wyptate:

Wl(X*,_y*,Z*) = W2(X*,y*,z*) = W3(X*,y*7z*) = W*,

gdzie
- i)
= (;—Z 5—7—2(5—7)>
= %(5—7)2>0

Zatem dla v € (0,5) firmy beda wydobywa¢ surowiec, a utarg
przewazy koszty.
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota. Zmowa cenowa

Rozpatrujemy model oligopolu Curnota postaci

wi(x,y,z) = (5—3(x+y+2))x—x,
wa(x,y,2) = (8—glxty+z))y—,
wa(x,y,z) = (5—35(x+y+2))z—1z,

przy v € (0,5). Zatézmy, ze doszto do zmowy cenowe;j i
przedsiebiorcy decyduja sie na wydobycie x, aby wszyscy zarobili jak
najwiecej. Jak uksztattuje sie cena? Poréwnaj z cena rynkowa
odpowiadajaca réwnowadze Nasha. Czy firmy zarobia wiecej?
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Rozwiazanie

Przy zmowie polegajacej na wydobyciu x przez wszystkie firmy
zarobia tyle samo

wi(x,x,x) = (5-— %x) x—gx=(5—79)x— §x2,
wa(x, x,x) = (5-— gx) x—yx=(5—7)x— gxz,
wa(x,x,x) = (5—3x)x—yx=(5—7)x—3x°, ]
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Rozwiazanie C.D.

Zatem wybiora taki poziom zmowy X, zeby
~ 35
(x) = (5~ 7)x — ox
byta maksymalna. Mamy wiec

W'(x) = (5—7) = 3x,

stad
. D=7
X=—.
3
Przy zmowie cena uksztattuje sie na poziomie
1
p=5——-(b—
p 5(5-7)
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Rozwiazanie C.D.

llosc dobra na rynku przy zmowie.

@ Przy réwnowadze kazdy wydobedzie

X* _ 5 = i
=
a przy zmowie kazdy wydobedzie

c 97

¥==3

czyli X < x*, zatem przy zmowie bedzie mniej surowca na
rynku. Zatem zmowa jest niekorzystna dla gospodarki i
konsumentow.
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Rozwiazanie C.D.

Cena rynkowa, a cena przy zmowie.

@ Przy réwnowadze kazdy cena surowca uksztattuje sie na
poziomie

. 3

a przy zmowie cena surowca uksztattuje sie na poziomie

1
H—=5— —(5—
5 2( v),

czyli p > p*, zatem przy zmowie cena surowca bedzie wyzsza
niz cena rynkowa.

Przy zmowie cena surowca bedzie wicksza i jest to negatywny efekt
dla konsumentéw.
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Rozwiazanie C.D.

Czy zmowa jest korzystna dla oligopolistéw?

@ Przy réwnowadze Nasha, wyptata dla oligopolistéw wyniesie

1 2
wr=3(5-7)

@ Przy zmowie cena i wydobycie surowca to odpowiednio

1 5—
;"3:5—5(5—7), oraz }:TV;
@ Zatem zysk przedsiebiorstwa
~ ~ ~ 1 2 *
W:px—fyx:6(5—’y) > w'.

Zmowa prowadzi do wzrostu zyskéw dla oligopolistéw, ale tylko oni
sa jej beneficientami.




