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Wieloosobowa gra ogólnie

Grȩ wieloososobowa̧ można zdefiniowana jako

({1, 2, ..., n},X1 × X2 × . . .× Xn, (w1,w2, ...,wn)),

gdzie:
{1, 2, ..., n} jest zbiorem graczy;
Xi jest niepustym zbiorem gracza i;

wi :
n∏

i=1
Xi 7→ R jest funkcja̧ wypłaty dla gracza i;
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Gry wieloosobowe

Uwaga
Grȩ wieloosobowa̧ dwuosobowa̧ można zinterpretować jako
nastȩpuja̧ca̧ sytuacjȩ:

Każdy gracz i niezależnie od pozostałych wybiera xi ∈ Xi ;
Każdy gracz i otrzymuje wypłatȩ wi (x1, x2, ..., xn);

Uwaga
Grȩ wieloosobowa̧ można opisać zwiȩżlej, jako funkcja

F : {1, 2, ..., n} ×
n∏

i=1

Xi 7→ R,

gdzie F (i , x1, x2, ..., xn) = wi (x1, x2, ..., xn), czyli i-indeks gracza, a
(x1, x2, ..., xn) oznacza wektor strategii poszczególnych graczy, a
funcja zwraca wypłatȩ odpowiedniego gracza.
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Równowaga Nasha

Definicja
Równowaga̧ Nasha w grze wieloosobowej

({1, 2, ..., n},X1 × X2 × . . .× Xn, (w1,w2, ...,wn))

nazywamy profil strategii (x∗1 , x
∗
2 , ..., x

∗
n ) ∈ X1 × X2 × . . .Xn taki, że

dla każdego gracza i

wi (x∗1 , x
∗
2 , . . . , x

∗
i−1, x

∗
i , x
∗
i+1, . . . , x

∗
n )

≥ wi (x∗1 , x
∗
2 , . . . , x

∗
i−1, xi , x∗i+1, . . . , x

∗
n )

dla wszystkich xi ∈ Xi .
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Równowaga Nasha

Uwaga
Innymi słowy:

Żaden z graczy nie zyska wybieraja̧ca̧ alternatywȩ dla
równowagi, jeśli pozostali gracze konsekwentnie zastosuja̧
strategiȩ odpowiadaja̧ca̧ równowadze Nasha;
Można powiedzieć, że każdy z graczy stosuje strategiȩ
równowagi Nasha, bo ... wszyscy tak robia̧, np.
zanieczyszczaja̧ środowisko, bo wszyscy tak robia̧;
Z drugiej strony każdy z graczy naprawia własne szkody, bo
pozostali też tak robia̧ i nie chca̧ być napiȩtnowani;
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Równowaga Nasha

Uwaga
Może siȩ zdarzyć, że odstȩpsto od równowagi na rzecz alternatywy
przyniesie zysk graczowi i , ale pod warunkiem, że któryś z
przeciwników, np. j również wybierze alternatywȩ xj dla równowagi:

wi (x∗1 , . . . , x
∗
i , . . . x

∗
j , . . . , x

∗
n ) <

< wi (x∗1 , . . . , xi , . . . xj , . . . , x∗n ).

Zatem o ile jednostronne odstȩpstwo od równowagi jest
nieopłacalne, dwu, lub wieloosobowe ostȩpstwo od równowagi może
przynieść zysk.
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Równowaga Nasha

Przykład
Mamy 3 przedsiȩbiorców zaangażowanych w pewien projekt.

Gracz pierwszy wybiera swój wkład w wysokości x ≥ 0, gracz 2
wybiera wkład y ≥ 0, a trzeci wybiera wkład z ≥ 0;
Wartośc projektu to 3xyz jest dzielona przez graczy po równo;
Każdy z graczy ponosi koszt wniesionego wkładu w wysokości
po kolei x3, y3 i z3;
Zatem wypłaty wynosza̧ odpowiednio

w1(x , y , z) = xyz − x3,
w2(x , y , z) = xyz − y3,
w3(x , y , z) = xyz − z3,

Znadź równowagi Nasha.
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Równowaga Nasha

Rozwia̧zanie
Widać, że wszystkie funkcje wypłat wi sa̧ wklȩsłe wzglȩdem
strategii xi zatem gracz 1 powinien wybrać x dla którego

∂w1

∂x
= yz − 3x2 = 0.

Analogicznie posta̧pia̧ pozostali gracze, czyli rozwia̧żemy układ
równań: 

∂w1
∂x = yz − 3x2 = 0
∂w2
∂y = xz − 3y2 = 0
∂w3
∂z = xy − 3z2 = 0

Jedyna równowaga Nasha to (x∗, y∗, z∗) = (0, 0, 0), zatem koszty
wkładu przekraczaja̧ potencjalne zyski z projektu.
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Równowaga Nasha

Przykład
Mamy 3 przedsiȩbiorców zaangażowanych w pewien projekt.

Gracz pierwszy wybiera swój wkład w wysokości x ≥ 0, gracz 2
wybiera wkład y ≥ 0, a trzeci wybiera wkład z ≥ 0;
Wartośc projektu to 3xyz jest dzielona przez graczy po równo;
Każdy z graczy ponosi koszt wniesionego wkładu w wysokości
po kolei x2, y2 i z2, czyli nauczył siȩ efektowniej zarza̧dzać
kosztami;
Zatem wypłaty wynosza̧ odpowiednio

w1(x , y , z) = xyz − x2,
w2(x , y , z) = xyz − y2,
w3(x , y , z) = xyz − z2,

Znadź równowagi Nasha.
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Równowaga Nasha

Rozwia̧zanie
Widać, że wszystkie funkcje wypłat wi sa̧ wklȩsłe wzglȩdem
strategii xi zatem rozwia̧żemy układ równań:

∂w1
∂x = yz − 2x = 0
∂w2
∂y = xz − 2y = 0
∂w3
∂z = xy − 2z = 0

Jedyne równowagi Nasha to (x∗1 , y
∗
1 , z
∗
1 ) = (0, 0, 0), czyli tzw.

równowaga biedy oraz (x∗2 , y
∗
2 , z
∗
2 ) = (2, 2, 2) zatem jest możliwość,

że gracze wezma̧ siȩ do pracy, jednak bierności nie można
wykluczyć. Wypłaty równowagowe to odpowiednio

w1(0, 0, 0) = w2(0, 0, 0) = w3(0, 0, 0) = 0, oraz w1(2, 2, 2) = w2(2, 2, 2) = w3(2, 2, 2) = 4,

czyli równowaga, gdy gracze solidarnie angażuja̧ siȩ w projekt daje
wiȩcej niż bierność, która prowadzi do biedy.
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Równowaga Nasha

Uwaga
Mamy te same 3 przedsiȩbiorców zaangażowanych w pewien
projekt.

Gracz pierwszy wybiera swój wkład w wysokości x ≥ 0, gracz 2
wybiera wkład y ≥ 0, a trzeci wybiera wkład z ≥ 0;
Wartośc projektu to 3xyz jest dzielona przez graczy po równo;
Każdy z graczy ponosi koszt wniesionego wkładu w wysokości
po kolei x2, y2 i z2, czyli nauczył siȩ efektowniej zarza̧dzać
kosztami;
Zatem wypłaty wynosza̧ odpowiednio

w1(x, y, z) = xyz − x2,
w2(x, y, z) = xyz − y2,
w3(x, y, z) = xyz − z2,

Można wykazać, że nawet równowaga (2,2,2) nie daje satysfakcji
graczom.
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Równowaga Nasha

Uwaga C.D.
Załóżmy, że wysiłek graczy bȩdzie ten sam, tzn. x = y = z , ale
niekoniecznie bȩdie równowagowy, tzn. dopuszczamy x 6= 2 lub
x 6= 0. Wypłaty bȩda̧

f (x) := w1(x , x , x) = w2(x , x , x) = w3(x , x , x) = x3 − x2.

Jeśli x →∞ to f (x)→∞. Zatem gdy gracze zwielokrotnia̧ wysiłki
to ich wypłaty znacznie przekrocza̧ te z równowag, podczas gdy
równowaga daje wypłaty maksymalnie 4 patrz wykres nastȩpna
strona.
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Równowaga Nasha

Uwaga C.D.

Zastosowanie strategii pozarównowagowej wymaga jednak zaufania
do współgracza.
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Równowaga Nasha

Przykład. Oligopol Cournota
Mamy 3 oligopolistów, firmy, którzy jako jedyni wydobywaja̧ ten
sam surowiec.

Jeśli cena surowca wyniesie p, to popyt na nie wyniesie
D(p) = 10− 2p;
Zatem jeśli firma 1 wydobȩdzie x > 0, firma 2 wydobȩdzie
y > 0, firma 3 wydobȩdzie z > 0, to cena rynkowa ukształtuje
siȩ na poziomie x + y + z = 10− 2p (oligopoliści tak ustawia̧
cenȩ, żeby sprzedać cały towar), zatem cena wyniesie

p = 5− 1
2
(x + y + z);

Ponieważ cena nie może być ujemna, z góry wiadomo, że
x + y + z ≤ 10, zatem dziedzina to

D := {(x , y , z) ∈ R3 : x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x + y + z ≤ 10}.
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Równowaga Nasha

Przykład. Oligopol Cournota C.D.
Utarg graczy wynosza̧ odpowiednio:

u1 =

cena︷ ︸︸ ︷(
5 −

1

2
(x + y + z)

)
x,

u2 =

cena︷ ︸︸ ︷(
5 −

1

2
(x + y + z)

)
y,

u3 =

cena︷ ︸︸ ︷(
5 −

1

2
(x + y + z)

)
z.

Przyjmuja̧c, że firmy ponosza̧ liniowe koszty wydobycia postaci

c1(x) = 3x,
c2(y) = 3y,
c3(z) = 3z,

Wypłaty dla graczy to utarg minus koszt, zatem VERTE->
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Równowaga Nasha

Przykład. Oligopol Cournota C.D.
Wypłaty dla graczy:

w1(x , y , z) =
(
5− 1

2(x + y + z)
)
x − 3x ,

w2(x , y , z) =
(
5− 1

2(x + y + z)
)
y − 3y ,

w3(x , y , z) =
(
5− 1

2(x + y + z)
)
z − 3z .

Równoważnie
w1(x , y , z) =

(
2− 1

2(y + z)
)
x − 1

2x2,
w2(x , y , z) =

(
2− 1

2(x + z)
)
y − 1

2y2,
w3(x , y , z) =

(
2− 1

2(x + y)
)
z − 1

2z2.

Ponownie funkcje sa̧ wklȩsłe: w1 wzglȩdem x , w2 wzglȩdem y i w3
wzglȩdem z .
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Równowaga Nasha

Przykład. Oligopol Cournota C.D.
Zatem równowagȩ obliczymy z układu równań:

∂
∂x w1(x , y , z) = 2− 1

2(y + z)− x = 0,
∂
∂y w2(x , y , z) = 2− 1

2(x + z)− y = 0,
∂
∂z w3(x , y , z) = 2− 1

2(x + y)− z = 0.

Daje to rozwia̧zanie (x∗, y∗, z∗) = (1, 1, 1) i jest to jedyna
równowaga Nasha.
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Równowaga Nasha

Przykład. Oligopol Cournota C.D.
Ponieważ cena wyraża siȩ wzorem:

p = 5− 1
2
(x + y + z),

mamy wiȩc cenȩ po zastosowania równowagi w postaci:

p∗ = 5− 1
2
(1+ 1+ 1) =

7
2
.

Zyski przedsiȩbiorstw to

w1(1, 1, 1) = w2(1, 1, 1) = w3(1, 1, 1) =
7
2
∗ 1− 3 ∗ 1 =

1
2
.
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Równowaga Nasha

Przykład. Oligopol Cournota.
Rozpatrujemy model oligopolu Curnota postaci

w1(x , y , z) =
(
5− 1

2(x + y + z)
)
x − γx ,

w2(x , y , z) =
(
5− 1

2(x + y + z)
)
y − γy ,

w3(x , y , z) =
(
5− 1

2(x + y + z)
)
z − γz ,

gdzie γ > 0 sa̧ nazywane kosztami krańcowymi wydobycia.
Równoważnie

w1(x , y , z) =
(
5− γ − 1

2(y + z)
)
x − 1

2x2,
w2(x , y , z) =

(
5− γ − 1

2(x + z)
)
y − 1

2y2,
w3(x , y , z) =

(
5− γ − 1

2(x + y)
)
z − 1

2z2.

Dla jakich kosztów krańcowych oligopoliści porzuca̧ rynek?
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Równowaga Nasha

Rozwia̧zanie. Oligopol Cournota.
Oligopoliści opuszcza̧ rynek, gdy w równowadze Nasha koszty
przekrocza̧ utarg, czyli czy wypłata bȩdzie ujemna. Przypomnijmy,
że: 

w1(x , y , z) =
(
5− γ − 1

2(y + z)
)
x − 1

2x2,
w2(x , y , z) =

(
5− γ − 1

2(x + z)
)
y − 1

2y2,
w3(x , y , z) =

(
5− γ − 1

2(x + y)
)
z − 1

2z2.
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Równowaga Nasha

Rozwia̧zanie. Oligopol Cournota. C.D.
Jeśli 

5− γ − 1
2(y + z) > 0

5− γ − 1
2(x + z) > 0

5− γ − 1
2(x + y) > 0,

(1)

funkcje wypłat w1,w2 i w3 sa̧ wklȩsłe w x , y i odpowiednio w z .
Wtedy przyrównamy pochodne do zera:

∂
∂x w1(x , y , z) = 5− γ − 1

2(y + z)− x = 0,
∂
∂y w2(x , y , z) = 5− γ − 1

2(x + z)− y = 0,
∂
∂z w3(x , y , z) = 5− γ − 1

2(x + y)− z = 0.
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Równowaga Nasha

Rozwia̧zanie. Oligopol Cournota.

Rozwia̧zanie (x∗, y∗, z∗) =
(5

2 −
γ
2 ,

5
2 −

γ
2 ,

5
2 −

γ
2

)
spełnia równanie (1) tylko dla γ ∈ (0, 5];
wtedy też rozwia̧zanie jest w dziedzinie, bo
x∗ ≥ 0, y∗ ≥ 0, z∗ ≥ 0, oraz x∗ + y∗ + z∗ < 10;

Dla γ ≥ 5, jedyna̧ równowaga̧ jest (0, 0, 0); W takich
okolicznościach firmy zostana̧ na rynku ale nic nie wydobȩda̧
czekaja̧c na lepsze czasy.
Jeśli jednak γ ∈ [0, 5) to równowaga Nasha wynosi

(x∗, y∗, z∗) =
(
5
2
− γ

2
,
5
2
− γ

2
,
5
2
− γ

2

)
i da to cena (p = 5− 1

2(x + y + z)) wyniesie

p∗ = 5− 3
4
(5− γ)
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Równowaga Nasha

Rozwia̧zanie. Oligopol Cournota.
Daje to wypłatȩ:

w1(x∗, y∗, z∗) = w2(x∗, y∗, z∗) = w3(x∗, y∗, z∗) := w∗,

gdzie

w∗ =

(
5− 3

4
(5− γ)

)(
5
2
− γ

2

)
− γ

(
5
2
− γ

2

)
=

(
5
2
− γ

2

)(
5− γ − 3

4
(5− γ)

)
=

1
8
(5− γ)2 > 0.

Zatem dla γ ∈ (0, 5) firmy bȩda̧ wydobywać surowiec, a utarg
przeważy koszty.
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Równowaga Nasha

Przykład. Oligopol Cournota. Zmowa cenowa
Rozpatrujemy model oligopolu Curnota postaci

w1(x , y , z) =
(
5− 1

2(x + y + z)
)
x − γx ,

w2(x , y , z) =
(
5− 1

2(x + y + z)
)
y − γy ,

w3(x , y , z) =
(
5− 1

2(x + y + z)
)
z − γz ,

przy γ ∈ (0, 5). Załóżmy, że doszło do zmowy cenowej i
przedsiȩbiorcy decyduja̧ siȩ na wydobycie x , aby wszyscy zarobili jak
najwiȩcej. Jak ukształtuje siȩ cena? Porównaj z cena̧ rynkowa̧
odpowiadaja̧ca̧ równowadze Nasha. Czy firmy zarobia̧ wiȩcej?
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Równowaga Nasha

Przykład. Rozwia̧zanie
Przy zmowie polegaja̧cej na wydobyciu x przez wszystkie firmy
zarobia̧ tyle samo

w1(x , x , x) =
(
5− 3

2x
)
x − γx = (5− γ)x − 3

2x2,
w2(x , x , x) =

(
5− 3

2x
)
x − γx = (5− γ)x − 3

2x2,
w3(x , x , x) =

(
5− 3

2x
)
x − γx = (5− γ)x − 3

2x2,
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Równowaga Nasha

Przykład. Rozwia̧zanie C.D.
Zatem wybiora̧ taki poziom zmowy x̃ , żeby

w̃(x) = (5− γ)x − 3
2
x2

była maksymalna. Mamy wiȩc

w̃ ′(x) = (5− γ)− 3x ,

sta̧d

x̃ =
5− γ
3

.

Przy zmowie cena ukształtuje siȩ na poziomie

p̃ = 5− 1
2
(5− γ)
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Równowaga Nasha

Przykład. Rozwia̧zanie C.D.
Ilośc dobra na rynku przy zmowie.

Przy równowadze każdy wydobȩdzie

x∗ =
5− γ
2

,

a przy zmowie każdy wydobȩdzie

x̃ =
5− γ
3

,

czyli x̃ < x∗, zatem przy zmowie bȩdzie mniej surowca na
rynku. Zatem zmowa jest niekorzystna dla gospodarki i
konsumentów.
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Równowaga Nasha

Przykład. Rozwia̧zanie C.D.
Cena rynkowa, a cena przy zmowie.

Przy równowadze każdy cena surowca ukształtuje siȩ na
poziomie

p∗ = 5− 3
4
(5− γ),

a przy zmowie cena surowca ukształtuje siȩ na poziomie

p̃ = 5− 1
2
(5− γ),

czyli p̃ > p∗, zatem przy zmowie cena surowca bȩdzie wyższa
niż cena rynkowa.

Przy zmowie cena surowca bȩdzie wiȩksza i jest to negatywny efekt
dla konsumentów.
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Równowaga Nasha

Przykład. Rozwia̧zanie C.D.
Czy zmowa jest korzystna dla oligopolistów?

Przy równowadze Nasha, wypłata dla oligopolistów wyniesie

w∗ =
1
8
(5− γ)2;

Przy zmowie cena i wydobycie surowca to odpowiednio

p̃ = 5− 1
2
(5− γ), oraz x̃ =

5− γ
3

;

Zatem zysk przedsiȩbiorstwa

w̃ = p̃x̃ − γx̃ =
1
6
(5− γ)2 > w∗.

Zmowa prowadzi do wzrostu zysków dla oligopolistów, ale tylko oni
sa̧ jej beneficientami.
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