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Wyktady



Dylemat wieznia

Klasyczny dylemat wieznia to gra dwumacierzowa postaci

H lojalny interesowny
lojalny (L,L) (F,2)
interesowny || (Z, F )

gdy F < | < L < Z. Poszczegélne wypL,aty nazwiemy
nastepujaco:

o F -Wyptata frajera;

o | -Wyptata dla dwéch interesownych graczy;

o L -Wyptata dla dwéch lojalnych graczy;

e Z -Wyptata dla zdrajcy;
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Dylemat wieznia

Dylemat wieznia w formie funkcyjnej

@ Zbidr strategii gracza 1i 2 to {/, i}, /-lojalnos¢,
i-interesownos¢;

o Wyptaty dla obu graczy sa u; : {/,i}? — R postaci

w(l, ) = w(l, 1) = L;
ul(i,i) = UQ(i, i) = /;
un(i,)y=w(li)= 2,
Ul(/, i) = UQ(i, /) = F;
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Dylemat wieznia

@ Brak porozumienia oznacza, ze obaj gracze beda interesowni,
bo ta strategia dominuje nad byciem lojalnym:

© Jesdli przeciwnik bedzie interesowny, gracz tez powinien byé¢
interesowny, bo inaczej otrzyma wyptate frajera;

@ Jesli przeciwnik bedzie lojalnym, réwniez lepiej by¢
interesownym, bo bycie zdrajca oznacza wieksza wyptate (w
tej grze dobre imie nie istnieje);

o Jesli gracze nie oczekuja, ze kiedy$ dojdzie do rewanzu,
beda interesowni.
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Dylemat wieznia

A co jesli dojdzie do rewanzu?

@ Mozna by¢ teraz interesownym, ale nalezy oczekiwa¢, ze
przeciwnik straci do nas zaufanie i wtedy nie zdobedziemy
wiecej niz /;

@ Zatem mozna sie zastanowi¢ czy istnieje réwnowaga gdzie
gracze sa jednak lojalni gdy gra jest rozgrywana przez wiele
rund i wynik jest poznawany po kazdej z nich.
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Dylemat wieznia

n-etapowy dylemat wieznia, opis algorytmiczny.
Q@ Etap=1;
@ Jesli Etap=n, koniec gry;
© Gracze niezaleznie od siebie wybieraja strategie lojalnos¢ lub
interesownos¢, a nastepnie poznaja wynik gry i posrednio
strategie przeciwnika;
Q@ Etap—Etap+1 i idz do kroku 2;
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Wieloetapowy dylemat wieznia

Gracz dazy do maksymalizacji wyptat w kazdym kroku, ale wtedy
jego celem bytaby maksymalizacja wszystkich wspétrzednych a wiec
funkcji wektorowej U; : {/,i}" — R", co zwykle jest niewygodne

(=1,2)
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Wieloetapowy dylemat wieznia

Alternatywnie mozna przyja¢ dwa kryteria:
© Maksymalizacja sumy uzytecznosci: Uy : {/,i}" — R i
U :{l,i}" — R:
n
UJF(X; Y) = Z Uj(XtJ’t)a
t=1
gdzie (x¢, yt) € {/,i}" dla wszystkich t, oraz
X = (X1>X21' . '7Xn) [ y = ()/1>}/2a-- . 7yn)-
@ Maksymalizacja dyskontowanej sumy uzytecznosci:
U {Liy—RiUg:{i}"—R:
n
76 . -
q,n (X'y) = Z Uj(Xta}/t)ét 17
t=1
gdzie (x¢, yt) € {/,i}" dla wszystkich t, oraz
x = (x1,x2,...,%) iy =(y1,¥2,---,yn), natomiast § € (0,1)
jest nazywany czynnikiem dyskonta.
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Strategie w grze n etapowe;

Strategie dla obu graczy:

@ Strategia gracza 1 w n-etapowym dylemacie wieznia jest

postaci § := (&1,&2,...,&n), gdzie &1 € {/, 7},
& A{l,i} — {l,i}, oraz dla dowolnego t =2,...,n,

i, L e {0 1)
@ Strategia gracza 2 w n-etapowym dylemacie wieznia jest

postaci 1 := (11,72, - - -, 7)., gdzie m1 € {/, i},
nz : {l,i} — {l,i}, oraz dla dowolnego t = 2,...,n,

ne {0, e {i) 1)
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Strategie graczy

Przyktady strategii.

e Gracz stosuje naiwnga strategie, a wiec jest lojalny na kazdym
kroku;

o Gracz stosuje bezwzgledna strategie, a wiec jest interesowny
na kazdym kroku;

o Gracz stosuje strategie wet za wet, a wiec:

© zaczyna od bycia lojalnym;
@ w kolejnym kroku wybiera strategie taka jaka przeciwnik
wybrat w poprzednim kroku;

o Gracz stosuje strategie pamietliwa, a wiec:

© zaczyna od bycia lojalnym;
@ jesli przeciwnik cho¢ raz wybrat strategie interesowna, ten do
konca gry wybiera strategie interesowne;
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Matematyczny opis strategii

Niech y = (y1, 2, ..., ¥n) bedzie dowolnym wyborem gracza 2.

@ Gracz 1 bedzie naiwny jesli: & =/, oraz dla kazdego t > 2,
&y, y2, o ye-1) = 1;

e Gracz 1 bedzie bezwzgledny: & = i, oraz dla kazdego t > 2,
Eelyr, y2s o ye-1) = 1

@ Gracz 1 stosuje wet za wet jesli & = /, oraz dla kazdego
t>2, &y, Y1) = Vo1

@ Gracz 1 jest pamietliwy jesli &, = /, oraz dla kazdego t > 2,

(1, .... 1) =1oraz &(y1,y2, .-, ¥Yn) = I W pozostatych
przypadkach;
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n-osobowy dylemat wieznia

Czy teraz gracze beda lojalni? Niech przeciwnik zastosuje
jakakolwiek strategie. Jak postapi¢ optymalnie?
@ W ostatnim etapie strategia i tak i dominuje nad /, wiec wtedy
optymalny wybér to i, bo wie ze przeciwnik go nie ukarze;
@ Trudno oczekiwaé, zeby przeciwnik karat lub wynagradzat w
ostatnim okresie, gdy wybér 7 i tak dominuje /;
© Poniewaz gracze spodziewaja sie zachowania przeciwnika,
zatem gra konczy sie w etapie n — 1;
@ W ten sposéb mozna spodziewaé sie, ze przeciwnik w etapie
n — 1 réwniez zastosuje i, czyli gra konczy sie na etapie n — 2,
p6zniej n — 3 i dojdziemy do wniosku, ze gra jest
jednoetapowa;

© Konsekwentnie jedyna réwnowaga Nasha jest uktad strategii
gdy obaj gracze sa bezwzgledni.
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Dylemat wieznia z nieskonczonym horyzonetem

@ Rozpatrzmy dylemat wieznia ktfy odbywa sie z nieskoficzonym
horyzoncie czasowym, a wiec dylemat wicznia powtarza sie
nieskonczenie wiele razy;

@ Funkcja uzytecznosci ma posta¢ dyskontowanej funkgji

uzytecznosci:
o0

ljf = Z Uj(Xt7Yt)5t_17

t=1
gdzie (x¢)72; i (y)22; sa wyborami obu graczy;

o Tak jak w przypadku gry n-etapowej, strategie sa postaci
&elily,medil}, orazdlat>1,&:{i, N1 {i, ]}
oraz n; : {i, I} {i, I}
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Dylemat wieznia z nieskonczonym horyzontem czasowym

Interpretacja dylematu wieznia z oo horyzontem czasowym:

Q@ Etap=1

@ Gracze rozgrywaja dylemat wieznia i poznaja swoje wyniki, a
wiec i wybdr przeciwnika;

© Niezaleznie od dotychczasowego przebiegu gry, z
prawdopodobiefistwem § gra jest kontynuowana a wtedy
Etap—Etap+1 i powrét do punktu 2, a z
prawdopodobiefAstwem 1 — § gra zostaje przerwana.
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Réwnowaga Nasha w dylemacie wieznia z 0o horyzontem

Twierdzenia

W grze z nieskoficzonym horyzontem profil strategiczny, gdzie obaj
gracze stosuja wet za wet jest réwnowaga Nasha jesli zachodza
warunki

Z—L<§(L—F),

oraz
Z—L+6(I-L)<8?*(L-F).
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Réwnowaga Nasha w dylemacie wieznia z 0o horyzontem

Zatézmy, ze gracz 1 stosuje strategie wet za wet.

@ Jesli gracz 2 stosuje réwniez wet za wet to bedzie caty czas
lojalny, a gracz 1 bedzie lojalny w stosunku do niego. Mamy
wiec

oo

L
U3 (wet, wet) == U (1,1, ...), (I, 1,...) = S ua(l, 1)6* = T
t=1 -

@ Rozpatrzmy alternatywne strategie dla 2, nazwijmy ja 7 i
pokazemy, é gracz 2 nie wyjdzie na nich dobrze.
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Réwnowaga Nasha w dylemacie wieznia z 0o horyzontem

e Na poczatek zatézmy, ze gracz 2 tylko w kroku 7 ztamat
zasade lojalnosci, w a wiec wybiera | we wszystkich krokach
oprécz 7, natomiast w 7 stosuje i;

@ Witedy przeciwnik stosuje | we wszystkich krokach oprécz
kroku 7 + 1, nattomiast w kroku 7 + 1 stosuje /;

@ Zatem wyniki gdy sa nastepujace:

© W etapach 1,2,...,7 — 1 oraz od okresu 7+ 2 i po tym okresie
obaj otrzymuja L;

@ W etapie 7 gracz 1 otrzyma F, a gracz 2 otrzyma Z;

© W etapie 7+ 1 gracz 1 otrzyma Z, a gracz 2 otrzyma F;

@ Zatem gracz 2 otrzyma

=il 9
U(wet,n) =D L6" 1+ 25T+ FoT + Y L5
t=1 t=7+2
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Réwnowaga Nasha w dylemacie wieznia z 0o horyzontem

Mozna przeksztatci¢ wyrazenie

T—1 ce
U(wet,n) = > LT 14 Z5T T+ FOT 4+ Y L6t
t=1 t=71+42

= D LT (Z - L)+ (F - 1)o7
t=1

= —1f5+57—1(2—L+5(F—L)),

= US(wet,wet) + 0" 1(Z — L+ 6(F — L))

Zatem U3(wet,n) < U§(wet, wet) o ile § > %

e
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Réwnowaga Nasha w dylemacie wieznia z 0o horyzontem

e Zatézmy, ze gdy gracz 2 wytamat sie n krotnie i nazwijmy
strategie " to zajdzie

U (wet, ") < US (wet, wet);

@ Niech teraz gracz 2 wytamie sie w n + 1 krokach, mamy dwa
przypadki
e Gracz 2 po raz n wytamat sie w kroku 7 a porazn+1w
kroku 7/ > 7+ 1;
o Gracz 2 po raz n wytamat sie w kroku 7 a poraz n+1w
kroku 7/ =7+ 1;
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owaga Nasha w dylemacie wieznia z co horyzontem

Niech 7/ > 7 + 1, czyli gracz 2 ostatni raz wytamuje sie w czasie 7 + 2 lub pézniej:

@ Wiedy
/-1 7 P
Ug(wet,n"'ﬂ) = Z up(wet, n;’)ét_l +67 Z+67 TR+ Z uz(wet, ny),
t=1 t=7'/+2

bo wyptaty miedzy strategiami n" i n"+1 réznia sie tylko w okresach 7/ i 7/ + 1;

@ Stad i z zatozenia indukcyjnego

el ’ ’
US(wet, ™) = " ua(wet, )8t Tt 467 (Z - L)+ 67 THF - L),
t=1
_ = nyct—1 !
= D ua(wet,ng)6 T +67 [Z— L+ 5(F - L)
t=1

’
U (wet, n™) + 67 [Z — L+ 6(F — L)]

Ug (wet, wet)

IA

gdzie ostatnia linijka wynika z zatozenia indukecyjnego iz Z — L < §(L — F)), zatem n + 1 krotne
wytamanie sie réwniez sie nie optaca.
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Réwnowaga Nasha w dylemacie wieznia z oo h

Niech 7/ = 7 4 1, czyli gracz 2 ostatni raz wytamuje sie zaraz po przedostatnim razie:
@ Wiedy

/-1
’ ’ ’
Uzé(wet, " = 2 uz(wet, 7&,’)6'71 +67 Z+67 THI 467 2R 4+ E uz(wet, ng ),
=1 t=7/43

bo wyptaty miedzy strategiami n" i 11 réznia sie tylko w okresach 7/ i 7/ +1i 7/ + 2;
@ Stad i z zatozenia indukcyjnego

! ’ !
o) up(wet, n?)6 ™ 467 (Z — L)+ 67 T — L) + 67 T3(F — L),

18

Ug(wet, n

Y
||
[

8

up(wet, nf)6* 1 67 [Z — L4501 — 1) — 63(L — F)]

-
N%L‘.

—  Ul(wet,n") + 57 [z2-L+80-1) - 52~ F)

IA

Ug(wet, wet)

gdzie ostatnia linijka wynika z zatozenia indukcyjnego i z Z — L+ 6(1 — L) < 62(L — F), zatem
n + 1 krotne wytamanie sie réwniez sie nie optaca.
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Réwnowaga Nasha w dylemacie wieznia z 0o horyzontem

Ostatecznie

U3 (wet, wet) > US(wet,n")

dla wszystkich n. Gdy rozpatrzymy dowolna strategie 7,
przyjmijmy, n" taka strategie, ze gracz postepuje jak 7 do momentu
gdy wytamie sie po raz n-ty.

v
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