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Wyktady



Wieloosobowa gra ogélnie-powtérka

Gre wieloososobowa mozna zdefiniowana jako
({1, 2, ceey n},Xl X X2 X ... X Xn, (Wl, wo, ..., Wn)),

gdzie:
e {1,2,....n} jest zbiorem graczy;

@ X; jest niepustym zbiorem gracza i;

n
e w;: [[ Xi — R jest funkcja wyptaty dla gracza i;
i=1

Wyktady



Gry wieloosobowe-powtérka

Gre wieloosobowa dwuosobowa mozna zinterpretowa¢ jako
nastepujaca sytuacje:

e Kazdy gracz i niezaleznie od pozostatych wybiera x; € X;;

o Kazdy gracz i otrzymuje wyptate w;(x1, x2, ..., Xn);

Uwaga
Gre wieloosobowa mozna opisa¢ zwiezlej, jako funkcja

Fo{L,2,...n} x [[ X~ R,
i=1

gdzie F(i,x1,X2, ..., Xn) = Wj(X1, X2, ..., Xn), czyli i-indeks gracza, a
(x1,x2, ..., Xn) Oznacza wektor strategii poszczegdlnych graczy, a
funcja zwraca wyptate odpowiedniego gracza.
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Réwnowaga Nasha-powtérka

Definicja

Réwnowaga Nasha w grze wieloosobowej
({1, 2, 000 n},X1 X X2 X ... X Xn, (Wl, wop, ..., Wn))

nazywamy profil strategii (x;,x3,...,x;) € X1 x X x ... X, taki, ze
dla kazdego gracza i

* * * * * *
Wi(X17X27"'7Xi—17Xf 7Xi+17"'7Xn)

* * * * *
> Wi(X{, X0 ooy X1 Xiy Xip 1 - o5 Xpy)

dla wszystkich x; € X;.
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Réwnowaga Nasha-powtérka

Innymi stowy:

@ Zaden z graczy nie zyska wybierajaca alternatywe dla
réwnowagi, jesli pozostali gracze konsekwentnie zastosuja
strategie odpowiadajaca réwnowadze Nasha;

@ Mozna powiedzie¢, ze kazdy z graczy stosuje strategie
réownowagi Nasha, bo ... wszyscy tak robia, np.
zanieczyszczaja srodowisko, bo wszyscy tak robia;

@ Z drugiej strony kazdy z graczy naprawia wtasne szkody, bo
pozostali tez tak robia i nie chca by¢ napietnowani;
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Réwnowaga Nasha-powtérka

Uwaga

Moze sie zdarzy¢, ze odstepsto od réwnowagi na rzecz alternatywy
przyniesie zysk graczowi i, ale pod warunkiem, ze ktérys z
przeciwnikéw, np. j réwniez wybierze alternatywe x; dla réwnowagi:

* * * *
Wi(X, XX X)) <

* *
< WX, ooy Xy e Xy ey Xy )

Zatem o ile jednostronne odstepstwo od réwnowagi jest
nieoptacalne, dwu, lub wieloosobowe ostepstwo od réwnowagi moze
przynies¢ zysk.
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Réwnowaga Nasha

Oznaczenie

Dla (x1,%2, ..., Xn) € X1 X X2 X ... X X, zdefiniujmy
(x2,X3, .-+, Xn—1, Xn) dla =1,
(x1,x3, -5 Xpn—1, Xn) dla  i=2,
x_j =9 (xa,x2, ., Xj_1: X415 s Xn—1,xn) dla  i=3,...,n-2
(X1, X2, o0y Xn—2, Xn) dla i=n-1,
(x1, %2, ..y Xn—1) dla i=n,
Analogicznie definujemy X_;. Zdefiniujmy réwniez:
(X} X2, X3, -y Xn—1, Xn) dla =1,
(X35 X35 X35 s Xn—1, Xn) dla =2,
(xil-,x’-l) = (xl,xz,4..,x,-,1,x’-/,x,-+1,...,x,,_l,x,,) dla i=3,...,n—2,
(xl,xz,”.,x,,_l,x,',fl,x,,) dla i=n-1,
(x1,xz,...,x,.,,1,x,'_,) dla i=n.
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Réwnowaga Nasha

W grze n osobowej o wyptatach dla gracza i postaci
W,':X1 X ...X,ﬂ—)R,

funkcja najlepszych odpowiedzi dla gracza i na profil
pozostatych graczy x_; € X_; nazywamy BR; : X_; — X? jako

BRi(x_;) = arg max W,'(X—hX:{)
xfEX'

i i

Profil (x{, x3, ..., x;y) jest rownowaga Nasha wtedy i tylko wtedy gdy

X;k € BR,'(Xi,‘)

dla wszystkich i = 1,2, ..., n.
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota

Mamy n oligopolistéw, firmy, ktérzy jako jedyni wydobywaja ten sam surowiec.
@ Jesli cena surowca wyniesie p, to popyt na nie wyniesie D(p) = 10 — 2p;
@ Zatem jesli firma i wydobedzie x; > 0, to cena rynkowa uksztattuje sie na poziomie
n
Z x; =10 — 2p

i=1

(oligopolisci tak ustawia cene, zeby sprzedaé caty towar), zatem cena wyniesie

n
@ Poniewaz cena nie moze byé ujemna, z géry wiadomo, ze Y x; < 10, zatem dziedzina to
i=1

n

D = (X1,...,X,-,)ERHZX1ZO,X220,4.4,X">0,Z




Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota C.D.

Pytania:

© Jak uksztattuje sie wydobycie w réwnowadze Nasha?
@ Jak uksztattuje sie cena w réwnowadze Nasha?
© Czy w réwnowadze Nasha oligopolisci osiagna zysk, czy straty?

Q@ Czy istnieje mozliwos¢ zmowy cenowej, ktére wszystkim
graczom przyniesie wiekszy zysk niz ten w réwnowadze?
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota C.D.

Zanim odpowiemy na pytania, skonstruujemy model.

@ Utarg gracza i wynosi odpowiednio:

cena

———
1.
up = 57EZX,- 55y
i=1

@ Przyjmujac, ze firmy ponosza liniowe koszty wydobycia postaci

e Wyptaty dla graczy to utarg minus koszt, zatem VERTE->
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota C.D.

Wyptaty dla graczy:

n
wi(x1,x2,...,Xy) = (5 -1 > Xi> Xi — YXi,

Réwnowaznie

wi(x1, X2, ..., Xp) = (5—7—52&') Xi_%xlg'
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota C.D.

@ Jesli v > 5, to jedyna optymalna reakcja to x; = 0 dla
wszystkich i = 1,2, ..., n i wtedy jedyna réwnowaga jest profil
postaci (X1, x3,...,x5) = (0,0, ...,0), bowiem

1 — 1
wW(X1, ..., Xp) = 5_7_52)9, Xi—EXi2§
J#i

liczba ujemna lub 0.
@ Przyjmijmy zatem, ze v < b.

Wtedy optymalne wydobycie dla i = 1, ..., n spetnia

OW;(X1,X2, ..., Xn) R
Ox; a 5_7_2;)9 —x=0
J7F1
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota C.D.

Rozwiazanie ma posta¢ macierzowa
[ 1 %% 21 Tx] [5-7]
RIS
2 2 1 2 X3 | =|95—7
EEE 1 x | |[5-7]
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota C.D.

Rozwiazanie ma posta¢ macierzowa
[2 1 1 ... 17 [ x| [ 10 — 2y ]|
121 ... 1 X0 10 — 2~
112 ... 1 x3 | — | 10—2y
111 ... 2] [ x| | 10 — 27 |
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota C.D.

Po zastosowania eliminacji Gaussa mamy:
1 -1 0 ... 0 0 ][ x ] i 0 i
o 1 -1 ... 0 O X2 0
0o 0 1 ...0 O X3 0
0 O o ... 1 -1 Xn—1 0
101 1 .1 2 || x | |10-2y]
zatem x; = xp = ... = Xp, oraz (n — 1)x; + 2x; = 10 — 27, czyli
X1 = 1?,1?, oraz
oo . 10 -2 10 — 2 10 — 2
ba 2, - X"):( n+17’ n+17 """ n+17)
jest réwnowaga Nasha (gdy v < 5).
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota C.D.

@ Roéwnowaga

(X* o X*):(IO—Z'\/ 10 — 2« 10—27)
5oeBaene & n+1  n+1 7 n+1

jest jedyna réwnowaga gdy wszyscy oligopolisci
wydobywaja surowiec;

@ Czy istnieja réwnowagi, gdy niektérzy oligopolisci wydobywaja
surowiec, podczas gdy inni nie wydobeda surowca?

Wyktady



Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota C.D.

Zatézmy, ze istnieje réwnowaga postaci

(x{, %3, ..., x£,0,0,...,0), gdzie x” >0dlai=1,2,.. k.

n—k zer

@ Zatem gracze 1,2, ..., k wydobeda zasoby, tzn. x* > 0 dla
i=1,2,....,k, a pozostali nie wydobeda zasobéw, tzn.
x;+1 :x,fJrl =...=x3=0;

@ Gracze 1,2, ..., k sa czynnymi uczestnikami gry, a gracze
k+1,k+2,....n sa biernymi, czyli gracze 1,2, ..., k zachowuja
sie jak w grze k-osobowej, a tam analogicznie jak w petnej
grze, jedyna réwnowaga (xi',x3, ..., X;) to taka, ze




Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota C.D.

Zatem réwnowaga bytaby postaci:

10 — 2y 10 — 2y
k+1 7777 k+1

k razy

(X{y ooy X)) =

,0,...,0
N——

n—k razy

Pozostaje rozstrzygna¢ czy dla graczy i > k rzeczywiscie optaca sie
zaniecha¢ wydobycia w takim uktadzie.
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota C.D.

Zatem dla i > k wyptata bedzie postaci:

12 1 5
Wil x5 e X X xa) = <5—v—52xf>x,-—gx,-
J#i
(5 k © )) 1 5
= =G = —s(B = X; — —xr
Y k+1 v i 5%
5— 1~ 1 5
= i = =g
k+1 2

Jednak dla gracza i > k jego wyptata osiaga maksimum dla

5—y
e 0, zatem

(x;,x;,.H,XZ,O,O,.A.,O), gdziex‘-* >0dlai=1,2,...,k
N

n—k zer

nie moze by¢ réwnowaga Nasha. Podobnie dowiedziemy, ze zaden
profil (x,...,x}) taki, ze x;; = 0 dla pewnych i1, ip, ..., Ik, nie jest

réwnowaga Nasha.
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota C.D.

Podsumowujac:

@ Jesli v < 5 jedyna réwnowaga Nasha jest profil postaci:

. e (10-2y 10-2y  10-2y
(xl,x2,...,xn)—< il hel U gl )

o Jesli v > 5 jedyna réwnowaga Nasha jest profil postaci:

(X7, x5, ....,xn) = (0,0,...,0).

Kolejne pytanie jak uksztattuje sie cena.
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota C.D.

Przypominajac, ze cena ksztattuje sie na poziomie,
1 n
p=>5— 5 z;x,- :
1=

@ Jesli v > 5 to p* =5, ale co z tego skoro na rynku nie bedzie

dobra.

@ Jesli v < 5 to cena zostanie ustalona jako:

n
n+1

n 5
ro5_ T (5=
P 1N =gt

Nastepnie pytamy, czy oligopolisci osiagna zyski.
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota C.D.

Wyptate dla gracza i w réwnowadze mozna réwniez wyrazi¢ jako

Wi(X7, s Xp) = PUX;7 =X = (P7 = )X

n
gdzie p* =5 — 3 > x*VERTE->
i=1

Wyktady



Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota C.D.

Wtedy

@ Jesli v > 5 to p* =5, ale i tak oligopolisci nie wydobeda
dobra, zatem

w* = w;(0,0,...,0) = 0;

@ Jesli v < 5 to cena zostata ustalona jako

SR

= +7
n+1 n+1’

natomiast kazda firma /i ustali wydobycie na poziomie

10 — 2
n+1 ?

PR
x; =

zatem

5—~v\2
w* = wi(xy, .., x :2( ) > 0.
06 =2 (2

Oligopolisci osiagna zyski. Ostatnie pytanie. Czy istnieje pole do
zmowy cenowej?
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota C.D.

Do zmowy dojdzie jesli wszyscy gracze zdecyduja sie na wydobycie
ktére im wszystkim zapewni maksymalny zysk.
e Mamy

1 n
Wi (X1, X2y ooy Xn) = (5 —3 E 1 X,‘) Xi — YXi;
=

o Jesli x; = xp = ... = x, := x, wtedy
1 1,
w(x) = wi(x,x,...,x) =[5 — 5nx X—yX = (5—V)X—§nx ;

@ Zatem jesli v > 5 to optymalne wydobycie to nadal X =0, a

ol . e~ 5— -
jesli v < 5, to optymalne wydobycie wyniesie ¥ = =1,
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota C.D.

Zatem, gdy v < b, to przy zmowie

e Optymalne wydobycie:

. 5—7v
X = ;
n

o Wtedy cena bedzie na pozimie

S5 _

p=5- (5—1).

N S
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota C.D.

Podsumowujac, gdy v < 5:

@ Optymalne wydobycie bedzie postaci:

@ W réwnowadze postaci (x7, ..., x;) =

(
10 27 5—7v

*

na firme;
@ Przy zmowie mamy profil postaci (%, ..., X), gdzie

. _5—7.
=

o 3 L% 1 .n - -
e Zatem x* > ).<, co wiece) ~ = 2nt1 czyli pr%?/ zmowle
surowca bedzie ponad 2 razy mniej surowca niz w réwnowadze.

VERTE->




Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota C.D.

@ Cena uksztattuje sie na poziomie :

@ W réwnowadze mamy cene postaci:

*=b—-—05B-7v9)=—— —
& n (5=7) n+1 + 7n +1
na firme;
@ Przy zmowie mamy cene postaci (X, ..., X)

p=5-5(5-17)

N~

@ Zatem p > p*, co wiecej przy zmowie, niezaleznie od liczby
oligopolistéw, cena bedzie uksztattowana tak jak przy
monopolu, czyli tak jakby n = 1.

Zmowa cenowa powoduje ubytek dobra na rynku i wzrost cen!

Wyktady



Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota. Interwencja panstwa

e Kontynuujemy poprzedni przyktad z zastrzezeniem, ze panstwo
rozwaza natozenie opodatkowania lub ulge podatkowa z utargu
w wysokosci 7 € (—1,1);

e 7 > 0 oznacza opodatkowanie utargu,
e 7 < 0 oznacza ulge podatkowa;

e Jak to wptynie na zachowanie oligopolostéw?

Wyktady



Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota. Interwencja panstwa

o Wyptata jest postaci
Xi> Xi — YXii

@ Zatem gra jest rownowazna grze postaci:

N
B

|
I

wi(x1, ..., xn) = (1 — 7) (5 -

i

czyli
o jesli 7 > 0 to firmy whacza podatek w koszty produkcji;
e jesli 7 < 0 to firma interpretuje ulge jako redukcje kosztéw
produkcji;

Wyktady



Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota. Interwencja panstwa. C.D.

o Jesli panstwo opodatkuje utarg i 7 > 0, to firmy moga
zniecheca sie do produkgji, bo do produkcji potrzebuja, zeby
v < 5(1—7) <5, bez opodatkowania wystarczyto, zeby v < 5;

o Jesli panstwo zastosuje ulge podatkowa od utargu i 7 < 0, to
firmy moga zacheci¢ sie do produkgji, bo wystarczy im zeby
v < 5(1 — 7), a wezesniej producenci wymagali v < 5;

@ Innymi stowy, podatek zniecheca do produkcji, a ulga
podatkowa zacheca do produkc;ji;

Wyktady



Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota. Interwencja panstwa. C.D.

o Jesli jednak v < 5(1 — 7), oraz 7 > 0 to opodatkowanie nie
zniechecito jeszcze do produkgji, ale zachecito do zmowy, oraz:

[ 5—
X = ——< =X,
n n

wiec firmy jeszcze bardziej ograniczyty wydobycie;
@ Przy 7 < 5(1 — 7) i przy zmowie, cena po opodatkowaniu
bedzie
1

¥ 1
pT=56—=(6———)>5—=(5—7)=p
B =) SBG=N=5h

wiec firmy podniosty ceny po dodatkowym
opodatkowaniu;VERTE.
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Cournota. Interwencja panstwa. C.D.

o Jesli jednak v < 5(1 — 7), oraz 7 < 0 to ulga nie zniechecita
do zmowy, ale:

_
).(7—75 1—T>5*’Y

=X,
n n

wiec firmy zwiekszyty wydobycie;
@ Przy v < 5(1—17), 7 < 0i przy zmowie, cena po zastosowaniu
ulgi bedzie
1,

Y 1
pT =5— —(5— <5——-(b—-7v)=p,
P B=5—) SB-M=pk

wiec firmy obnizyty ceny po otrzymaniu ulgi podatkowe;.
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Bertranda z nieograniczonym popytem.

Na rynku jest n firm produkujacych dane dobro.

@ Koszty produkcji x; jednostek dobra ksztattuja sie na poziomie
ci(xi) = vx;, jak w Oligopolu Cournota;

o Kazda z firm ustala niezaleznie cene sprzedazy dobra p;;

@ Firma, ktéra ustala najnizsza cene przejmuje caty rynek, a jesli
wiecej niz jedna firma zaoferuje najnizsza cene, te firmy dziela
rynek po réwno;

@ Przyjmijmy, ze ostatecznie dobro zostanie zakupione,
niezaleznie od wynegocjowanej ceny.

Wyktady



Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Bertranda. C.D.

@ Zatem jesli firma i ustali cene p;, wyptata wyniesie:

Pi—" AR P
e esli p;i > p; dla 7,
Wi(p1, P2, - pn) = Flimj=pi} 3 12y
0 poza tym.

Tu #{j : pj = pi} oznacza liczbe wszystkich graczy
oferujacych identyczna cene jak i.

@ Bez straty ogélnosci przyjmiemy, ze p; > « dla wszystkich i.

@ Pokazemy, ze jedyna réwnowaga Nasha to

(p;f’ p;? ) p;.;) = (77 ,.Y’ "‘77)’

wiec w réwnowadze nikt nie zarobi.
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Bertranda. C.D.

@ Zatézmy, ze poza graczem i, co najmniej jeden z pozostatych
ceng pf =, czyli najnizsza z mozliwych;

o Jesli gracz i zaoferuje wyzsza cene, straci rynek, a jesli
zaoferuje P; =" sprzeda dobro po cenie kosztéw produkgji,
wiec nie straci, ale tez nie zyska;

@ Innymi stowy w;(p*;, pi) = 0 dla p; > ~, czyli funkcja
najlepszych odpowiedzi spetnia

BR(p,,’) = [/77 OO),

zatem kazdy profil, gdzie co najmniej jedna z firm zaoferuje
cene v jest rownowaga Nasha.
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Bertranda. C.D.

@ Pokazemy, ze nie ma innych réwnowag Nasha niz ta
wymieniona.

o Odwotamy sie do funkcji najlepszych odpowiedzi dla gracza i
na profil pozostatych p_;:
o Niech

p=min{p; :j # i}
i p> 1, oraz niech

Nii=#{j #i:p = pk
o Wtedy

pp—7 gdy pi<p,
wilp—i,p) ={ % edy pi=p

0 jesli - pi > p.

Wyktady




Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Bertranda. C.D.

o Poniewaz p > v, wi(p—;, pj) rosnie do p, ale tam maksimum
nie osiagnie, bo tam nastapi skok w dét i dalej funkcja maleje;
e Stad BR;(p) = 0;
@ Wobec tego nie istnieje réwnowaga Nasha taka, ze
min{p; : i =1,2,....,n} > ~.
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Réwnowaga Nasha

Przyktad. Oligopol Bertranda. C.D.

Podsumowujac, zbiér rownowag Nasha:

NE = {(p17p2a --wpn) € [/77 OO) : min(plap2a "'7pn) = ’7}

e W takim ukfadzie nikt nie zarobi, nawet zwyciezca licytacji
cenowej;
@ Pozostaje zmowa, ktéra umozliwia wybdr nieograniczenie duzej
ceny:
e Kazda firma umawia sie na cene p, znacznie powyzej v;
o Kazda firma otrzyma wtedy 1(p — 7).
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