Gry o sumie niezerowe;
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Wyktady



Gra o sumie niezerowej ogdlnie

Gre dwuosobowa o sume niezerowej mozna zdefiniowana jako
(X, Y, w1, ws), gdzie:

@ X, niepusty zbiér strategii dla gracza 1,
@ Y, niepusty zbidr strategii dla gracza 2;
@ wy : X X Y — R jest funkcja wyptaty dla gracza 1;
@ wy: X X Y — R jest funkcja wyptaty dla gracza 2;

Gre dwuosobowa o sume zerowej nazywamy gre postaci
(X,Y,w,—w) dlaw: X x Y — Ribedziemy ja oznacza¢ w
skrécie jako (X, Y, w).

Wyktady



Gra o sumie niezerowej ogdlnie

Gre dwuosobowa o sume niezerowej mozna zinterpretowac jako:

Gracz 1 wybiera x € X;
Gracz 2 wybiera y € Y, niezaleznie od gracza 1;

Gracz 1 otrzymuje wyptate wi(x, y);

e 6 o6 o

Gracz 2 otrzymuje wyptate wa(x, y);

Wyktady



Gra o zumie niezerowe;

Szczegdlne przypadki:

e Gra macierzowa o sumie zerowej X = {1,2,..., m},
Y ={1,2,...,n}, a wi(x,y) = axy, wa(x,y) = —axy, gdzie
ay, to element macierzy A o wierszu x i kolumnie y;

e Gra dwumacierzowa o sumie niezerowej X = {1,2,..., m},
Y ={1,2,....n}, a wi(x,y) = ax, wa(x,y) = by, gdzie a,,
to element macierzy A o wierszu x i kolumnie y, a by, to
element macierzy B o wierszu x i kolumnie y;

Gdy X i Y sa zbiorami skoficzonymi, gre mozna sprowadzi¢ do
postaci dwumacierzowej.

Wyktady



Zagadnienia prowadzace do teorii gier

Przyktad, producent i konsument

Na rynku jest producent (monopolista) danego dobra i konsumenci.
Producent ustala cene w wysokosci p > 0, a konsumenci zdecyduja
sie na zakup, lub nie.

@ Popyt. llos¢ dobra, ktére producent jest w stanie sprzedag;

e Podaz. llos¢ dobra, ktére producent wytworzy i wprowadzi na
rynek;

o Utarg. Kwota uzyskana ze sprzedarzy dobra;

@ Zysk. Utarg pomniejszony o koszty produkgji.

@ Producent: maksymalizuje swéj zysk;
e Konsument: kupi¢ jak najwiecej dobra po mozliwie najnizsze;
cenie.

Wyktady



Zagadnienia prowadzace do teorii gier

Przyktad, producent i konsument C.D.

Zatézmy, ze producent ustali cene p > 0.

o Wtedy popyt na dane dobro zostanie ustalony przy funcji
popytu D(p), gdzie D : (0,00) — R jest funkcja Scisle
malejaca i ciagta;

o Jesli producent wprowadzi na rynek x jednostek, poniesie
koszty produkcji C(x), gdzie C : [0, 00) — R, gdzie jest
funkcja $cisle rosnaca i ciagta;

@ Niech x bedzie iloscia dobra wprowadzonego na rynek, a p
cena jednostkowa.

Wyktady



Zagadnienia prowadzace do teorii gier
Przyktad, producent i konsument C.D.

Producent:
e Jesli wprowadzi na rynek dobro w ilosci x > D(p), to jego zysk wyniesie

= pD(p) — C(x)
Lepiej wprowadzi¢ na rynek doktadnie x’ = D(p), bo wtedy zysk wyniesie

7' = px’ — C(x") = pD(p) — C(D(p)) > PD(p) — C(x) = ;

g Jesli wprowadzi na rynek dobro w ilosci x < D(p), to jego zysk wyniesie
T = px — C(x)
Lepiej podniesé cene, p’ > p tak aby byto doktadnie x = D(p’), bo wtedy zysk wyniesie

7 =p'x — C(x) > px — C(x) = =;

Zatem z gdéry wiemy, ze ustali cene na poziomie p = D’l(x), gdzie x ilos¢ popytu i zysk wyniesie:




Zagadnienia prowadzace do teorii gier

Przyktad, producent i konsument C.D.

Konsument:

@ Mozma przyja,¢, ze typowy konsument kupuja x dobra, to zysk
u=—(D(p) - x)?,

@ Witedy idealna uzytecznos¢ przy rozsadnych kosztach otrzyma
gdy x = D(p).

Wyktady



Zagadnienia prowadzace do teorii gier

Przyktad, producent i konsument C.D.

Sformutowanie w jezyku teorii gier:

e Strategie producenta i konsumenta sa w zbiorze
X =Y =(0,00), gdzie x € X-poziom produkcji producenta i
x € Y, poziom konsumpcji konsumenta;

@ Wyptata producenta i konsumenta to odpowiednio
wi(x,y) = xD~}(x) — C(x),

wa(x,y) = —(y — D7H(x)).

Wyktady



Zagadnienia prowadzace do teorii gier

Przyktad, Duopol Cournota

Na rynku sa dwie firmy, firma 1 i firma 2 produkujace to samo
dobro. Kazda firma decyduje sie na poziom produkcji z przedziatu
[0, 1], gdzie O to zaniechanie produkgji, a 1 to wykorzystanie
wszystkich mocy produkcyjnych.

Wyktady



Zagadnienia prowadzace do teorii gier

Przyktad, Duopol Cournota C.D.

@ Cena ustalana jest wspdlnie przez obie firmy w zaleznosci od
popytu;

@ Cena generuje popyt wg scisle rosnacej i ciagtej funkcji popytu
D(-): gdy firma 1 wyprodukuje dobro w wielkosci x, a firma 2
wyprodukuje dobro w wielkosci y, cena zostanie ustalona jako
rozwiazanie réwnania D(p) = x + y, lub réwnowaznie
p=D"t(x+y).

@ Koszty produkgji firmy 1 to Ci(x), a koszty produkgji firmy 2
to Ca(y);

e Utarg firmy 1 to xp = xD~Y(x + y), a utarg firmy 2 to
yp=yD7 (x +y);

Wyktady



Zagadnienia prowadzace do teorii gier

Przyktad, Duopol Cournota C.D.
Zyski obu firm:

wi(x,y) = xD7 (x + y) — Gi(x),

oraz
wa(x,y) = yD7 (x +y) — G(y),

gdziex € X =[0,1], y € Y =[0,1].

Wyktady



Zagadnienia prowadzace do teorii gier

Przyktad, zaangazowanie we wspélny projekt

Wspélnicy pracuja nad wspélnym projektem. Kazdy z nich wktada
w niego wysitek: wspélnik 1 wktada x > 0, a wspdlnik nr 2 wktada
y > 0.

@ Wspdlnik 1 czerpie zysk z projektu w wysokosci 1 xy, wspdlnik
2 czerpie zysk z projektu w wysokosci yaxy (i > 0 jest
poziomem wrazliwosci na jakos¢ projektu wspélnika 7,
i=1,2);

@ Wspdlnik 1 ponosi koszty Ci(x), a wspdlnik 2 ponosi koszty
Co(y) wysitku projektu;

Wyktady



Zagadnienia prowadzace do teorii gier

Przyktad, zaangazowanie we wspélny projekt C.D.

Zbiory strategii dla abu wspdlnikéw:

X =Y =[0,00),
w funkcje wyptat wy : X X Y = Riwy : X X Y — R maja postac:
wi(x,y) = yxy — Gi(x),
dla wspélnika 1, oraz
wa(x,y) = y2xy — Go(y)

dla wspélnika 2.

Wyktady



Jak rozwiaza¢ gre o sumie niezerowe]

Funkcja najlepszych odpowiedzi

Funkcje najlepszych odpowiedzi dla gracza nr 1 na strategie
gracza 2 definiujemy jako:

BRy(y) = .
1(y) arg max wi(x,y)

Funkcje najlepszych odopwiedzi dla gracza nr 2 na strategie
gracza 1 definiujemy jako:

BR>(x) = arg max wa(x, y).
yeyY

Wyktady



Jak rozwiaza¢ gre o sumie niezerowe]

Definicja

Réwnowaga Nasha w grze (X, Y, wy, wy) nazywamy taki uktad

strategii (x*,y*) € X x Y dla obu graczy dla ktérych:
wi(x*,y*) > wi(x,y*), dla wszystkich y € Y,

oraz

wa(x™,y*) > wa(x™,y), dla wszystkich x € X.

Wyktady



Jak rozwiaza¢ gre o sumie niezerowe]

(x*, y*) jest réwnowaga Nasha jesli

@ x* jest optymalna strategia dla gracza 1, gdy gracz 2 stosuje
y*, oraz;

@ y* jest optymalna strategia dla gracza 2, gdy gracz 1 stosuje
x*;

e Zatem (x*,y*) sa dla siebie wzajemnie optymalne.

Wyktady



Jak rozwiaza¢ gre o sumie niezerowe]

Réwnowagi Nasha w grach dwumacierzowych

(x*, y*) jest réwnowaga Nasha w grze (X, Y, wi, ws) jesli

@ para strategii optymalnych jest réwnowaga Nasha w grze o
sumie zerowej (réwniez w grze rozszerzonej);

@ w grze jastrzab-gotab, oraz jastrzab-gotab-chojrak-msciciel,
réwnowaga ewolucyjna jest réwnowaga Nasha w grze
rozszerzonej;

Wyktady



Jak rozwiaza¢ gre o sumie niezerowe]

Para wyptat réwnowagowych w grze (X, Y, wy, wy) nazywamy
pare postaci (wy(x*,y*), wa(x*, y*)) gdzie (x*, y*) jest réwnowaga
Nasha w grze (X, Y, wi, wa).

Wyptata réwnowagowa w grze o sumie zerowej (X, Y, w)
nazywamy wielko$¢ postaci w(x*, y*) gdzie (x*, y*) jest para
strategii optymalnych w grze (X, Y, w).

Wyktady



Jak rozwiaza¢ gre o sumie niezerowe]

Definicja

Dolna wartos¢ gry o sumie zerowej (X, Y, w) nazywamy:

w = sup inf w(x,y).
xeX YeY

Gorna warto$¢ gry o sumie zerowej (X, Y, w) nazywamy:

w = inf sup w(x,y).
YEY xex

Jesli dolna i gérna wartos$¢ gry pokrywaja sie, w = w := w*, to ich
wspdlna warto$¢ nazywamy wartoscia gry.

Wyktady



Jak rozwiaza¢ gre o sumie niezerowe]

Dla gry o sumie zerowej (X, Y, w) zachodzi w < w.

Dowdd

Jest identyczny jak w grze macierzowej.

Wyktady



Gra o sumie zerowej

Twierdzenie

(x*, y*) jest para strategii optymalnych (réwnowaga Nasha) w grze
o sumie zerowej (X, Y, w) wtedy i tylko wtedy gdy

w(x®,y) < w(x*,y*) < w(x,y*), dla wszystkich (x,y) € X x Y,

czyli jest punktem siodtowym funkcji w.

Dowdd

Jest identyczny jak w grze macierzowe;.

Wyktady



Gra o sumie zerowej

Twierdzenie

W grze o sumie zerowej (X, Y, w) istnieje jest para strategii
optymalnych wtedy i tylko wtedy gdy istnieje wartos¢ gry

. _ .
We=mip ymea;( w(x,y) = ymea)>/<)r<n€|)rg w(x, y).

Ponadto, dla dowolnej pary strategii optymalnych, (x*, y*),
zachodzi w* = w(x*, y*).

Dowéd

Jest identyczny jak w grze macierzowe;.

Wyktady



Gra o sumie zerowej

Jesli (x*, y*) i (X, ¥) sa parami strategii optymalnych (réwnowaga
Nasha) w grze o sumie zerowej (X, Y, w) to

w(x",y") = w(X, 7).

Wyktady



Gra o sumie zerowej

Uwaga

W przypadku gier o sumie niezerowej, dwie réwnowagi moga
wygenerowac rézne pary strategii optymalnych. Przyktadowo w
grze dwumacierzowej jastrzab-gotab o macierzach

—25 50 -25 0
A_{O 15], oraz B_[SO 15]

mamy dwie czyste réwnowagi (1,2) i (2,1) daja wyptaty
réwnowagowe odpowiednio (50,0) i (0,50).

Wyktady



Jak rozwiaza¢ gre o sumie niezerowe]

Whasnosci réwnowagi Nasha:

e (x*,y*) jest rownowaga Nasha wtedy i tylko wtedy gdy
x* € BRy(y*) oraz y* € BRy(x*), lub réwnowaznie
(x*,y%) € BRi(y™) x BRy(x");

o Jesli (x*,y*) i (X,¥) sa rownowagami Nasha w grze o sumie
zerowej, to ich pary wyptat sa réwne:

Wl(X*7.y*) — Wl(;<7.)7)7 oraz W2(X*7.y*) — W2()?7}7)7

pamietajac, ze wp = —wj.

Wyktady



Przyktad

Przyktad

Rozpatrzmy gre zaangazowania we wspélny projekt postaci
(X, Y, w1, ws), gdzie X = Y = [0, 00) oraz

wi(x,y) =xy —x3, oraz wa(x,y) = xy — y>.

Znajdz réwnowagi Nasha i ich wyptaty réwnowagowe.

Wyktady



Przyktad

Rozwiazanie

Poniewaz x € X — wy(x,y) jest wklesta, oraz y € Y — wa(x, y)
jest wklesta, stad BRy(y) i BR2(x) wyznaczymy z uktadu réwnan:

%—y—3x2:0, N y = 3x%,
82 — x—3y° =0. x—3Bx* =0.

Uktad ma dwa rozwiazania (x, y;) = (0,0) oraz (x3,y5) = (%, 3)-

Sa to réwnowagi Nasha o parach wyptat (0,0) i odpowiednio
2 2
(27 27)-

Wyktady



Przyktad-aukcja, licytacja ceny obrazéw.

Wyktady



Przyktad

Przyktad

Inwestorzy 1 i 2 biora udziat w licytacji obrazu ktéry pézniej
zamierzaja sprzeda¢ innemu kolekcjonerowi dziet sztuki za
umoéwiona cene 10.000 PLN. Jesli inwestor 1 zlicytuje x, a inwestor
2 y, to wyptata inwestora 1 to wi(x,y), a wyptata inwestora 2 to
wa(x,y), gdzie

10.000 —x dla x>y

wi(x,y) =< 5000 — %x dla y=x
0 dla y < x,
10.000—y dla x<y
wa(x,y) =1¢ 5000 —1y dla y=x
0 dla y > x.

Znajdz réwnowagi Nasha, gdy cena wywotawcza to 50007

Wyktady



Przyktad

Rozwiazanie C.D.

4
3
2 *
1
0
5 6 7 8 9 10
2
15
1 *
05
0
5 6 7 8 9 10
Rysunek: Przyktadowe wykresy funkcji wyptat w zaleznosci od oferty
inwestora 1, gdy przeciwnik oferuje 6 tys. i odpowiednio 8 tys. za obraz.
Skala na obu osiach 1000 PLN.

Wyktady



Przyktad

Rozwiazanie C.D.

Inwestorzy nie zaproponuja ceny wiekszej niz 10.000 PLN, stad
mozna przyja¢ X = Y = [5000, 10000]. Zauwazmy, ze

[0 dla y < 100000
BRi(y) = { [5000,10000] dla y = 10000

BR(x) = 0 dla  x < 100000
2¥) =\ [5000,10000] dla x = 10000

zatem (10000, 10000) jest jedyna réwnowaga Nasha i daje wyptate
(0,0).

Wyktady



