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Wyktady



Gra kooperacyjna

Przyktad

Trzech sitaczy chce podniesé samochéd. Jeden nie da rady. Dwéch
podnienie tylko przednia os. Ale caty samochdéd przeniosa wszyscy.
Nie ma pola do rywalizacji jak dotychczas. Jaka zmierzy¢ ich site?

@ Pojedynczo, nic nie podniosa:
v({1}) = v({2}) = v({3}) = v({4}) = O;
@ Dwoéch odniosa potowiczny sukces, bo podniosa os:

Tg_lﬂ}) =v({1,3}) = v({2,3}) = v({2,4}) = v({3,4}) =

@ Trzech, réwniez podniosa os:
v({1,2,3}) = v({1,2,4}) = v({1,3,4}) = v({2,3,4}) = 1/2.
o Czterech, podniesie caty samochéd:
v({1,2,3,4} = 1.




Gra kooperacyjna

Przyktad-podziat dolara

Adam, Ben i Charlie znalezli w parku dolara. Maja zaproponowac
jego podziat. O akceptacji podziatu decyduje demokratyczne
gtosowanie.

@ Beda chcieli wzia¢ tylko dla siebie, nic nie otrzymaja:
v({A}) =v({B}) =v({C}) = 0;
o Wystarczy, ze wejda w koalicje z kimkolwiek, dolar jest ich:
V({A, BY) = v({B, C}) = v({A, C}) = 1

tatwo sie domysli¢, ze demokratyczna wiekszos¢ bierze
wszystko i miedzy soba podzieli dolara.

@ Podobnie jesli sie dogadaja:

v({A,B,C}) = 1.
e —



Podziat dolara
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Gra kooperacyjna-Koalicja i co dalej (jak dramat

Wyspianskiego.)

Postacie:
@ Adam - rozsadny, proponuje sprawiedliwe rozwiazania.
@ Ben - przebiegty, kieruje sie korzyscia wtasna.
@ Charlie - ulegty, ale skrycie knujacy.

Miejsce akcji: Park, tawka, na ktérej lezy dolar.
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Gra kooperacyjna-negocjacje (dramat Wyspianskiego.)

Scena 1 - Znalezienie dolara (Adam, Ben i Charlie stoja nad
dolarem lezacym na tawce.)

Adam: Patrzcie, dolar! Znalazt sie skarb, ale pytanie - jak go
podzieli¢?

Proponuje: po réwno. Jeden dolar, trzy osoby, wiec kazdy dostanie
jedna trzecia.

Ben: Po réwno? A céz to za réwnos¢, gdy jedni maja wieksze
potrzeby, a inni mniejsze?

(Prostujac sie i spogladajac na Charliego.)

Charlie, co ty na to? Ty i ja - p6t na pét, co? Adam to zrozumie.
Charlie: (Rozglada sie niepewnie, potem kiwajac gtowa.)

Hm... Moze i racja. No dobrze, Ben. Po potowie.
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Gra kooperacyjna-negocjacje (dramat Wyspianskiego.)

Adam: (Az sie prostuje z oburzeniem.)

Ha! A to sprawiedliwo’s¢ wedtug was? Charlie, postuchaj. Zrébmy
inaczej.

Ja wezme 40%, a ty, jako cztowiek cierpliwy, 60%. Ben i tak tylko
knuje.

Charlie: (Po chwili milczenia, z usmiechem.)

Brzmi to... uczciwie. Dobrze, Adamie.
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Podziat dolara-negocjacje

Scena 2 - Ben knuje dalej (Ben wychodzi na chwile na bok z
Adamem, szepczac.)

Ben:

Adam, stuchaj. Co my bedziemy sie z Charliem dzieli¢? On i tak
zgadza sie na wszystko.

Ty i ja - po potowie, a Charlie niech zostanie z niczym.

Adam:

(Milczy chwile, spogladajac na dolara, po czym kiwa gtowa.)
Dobrze, Ben. Ty i ja - po potowie.
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Podziat dolara-negocjacje

Scena 3 - Charliego ostatnie stowo (Charlie nagle przerywa ich
rozmowe. )

Charlie:

Czekajcie! Nie badzcie zbyt pochopni. Moze jednak podzielimy sie
inaczej?

(Zapada cisza. Adam i Ben spogladaja na niego podejrzliwie.
Charlie wyciaga reke w strone dolara, usmiechajac sie tajemniczo.)
Kurtyna opada. Zakonczenie otwarte.
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Gra kooperacyjna

Przyktad-piraci

Piraci na statku znalezli kufer z n skarbami (one sa niepodzielne).
Podziat licytuja kapitan, bosman i marynarz.

o Najstarszy ranga pirat proponuje podziat kufra i nastepuje
demokratyczne gtosowanie. Podziat nastapi jesli co najmniej
potowa piratéw (tacznie z mediatorem) przychyli sie do
podziatu.

@ Jesli nie, kolejny najstarszy pirat proponuje podziat, a
dotychczasowy mediator traci prawo gtosu.
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Przyktad-piraci C.D.

Oto analiza mozliwosci poszczegdlnych graczy:

@ Nawet kapitan musi sie z kim$ dogadaé¢:
v({K}) = v({B}) = v({M}) = 0.
o Kazda koalicja daje petna nagrode:
v({K,B}) = v({B, M}) = v({K, M}) = n;
o Podobnie jesli sie cata tréjka dogada:
v({K,B,M}) = n.

Przypomina podziat dolara, ale sa subtelne réznice.
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Podziat dolara

Wyktady



Gra kooperacyjna-Negocjacje piratéw

Scena teatralna

Postacie:
o Kapitan: Doswiadczony dowddca, pewny siebie, ale tez lekko
arogancki.
@ Bosman: Ambitny i przebiegty, gotéw posunac sie daleko, by
osiagna¢ swoje cele.
@ Marynarz: Mtody, lojalny, ale nieco naiwny. Rozdarty miedzy
autorytetem a instynktem samozachowawczym.
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Gra kooperacyjna-negocjacje piratéw

Scena: Poktad statku na petnym morzu. W tle stycha¢ szum fal.
Na srodku sceny skrzynia, w ktérej ukryte sa skarby. Kapitan stoi
obok niej, Bosman przechadza sie niespokojnie, a Marynarz stoi z
boku, trzymajac line.

Kapitan: (patrzy na Marynarza) Stuchaj, chtopcze. Skrzynia jest
nasza, ale ja decyduje, jak ja podzielimy. Ty wezmiesz jeden skarb,
a reszta nalezy do mnie. (pauza, patrzy na Bosmana) Bosmana
pominiemy.

Bosman: (gwattownie) Co? Pominiemy?! Ja tu haruje jak wszyscy
innil Nie pozwole sie tak traktowaé, kapitanie!

Kapitan: (zimno) To nie demokracja, Bosmanie. Ja tu rzadze.
Bosman: (zaciska piesci) Moze czas to zmienic.

Kapitan: (unoszac gtos) Uwazaj na stowa! Nie zapominaj, kto jest
kapitanem tego statku!
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Gra kooperacyjna-negocjacje piratéw

Bosman: (zwraca sie do Marynarza, konspiracyjnym tonem)
Stuchaj, mtody. Ten stary tyran chce nas wykiwa¢. Zrébmy to
razem. Zakneblujemy go, a skarb podzielimy na pét. Pét dla mnie,
pot dla ciebie. Co ty na to?

Marynarz: (z wahaniem) A jesli mnie oszukasz? Co, jesli wezmiesz
wszystko, a ja zostane z niczym?

Bosman: (przysiegajac) Nigdy bym tego nie zrobit! Zaufaj mi,
mtody, razem damy rade.

Marynarz: (patrzy na Kapitana, potem na Bosmana, z wahaniem)
Nie... Nie moge. Jesli zdradzimy kapitana, kto powstrzyma ciebie
przed zdradzeniem mnie?
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Gra kooperacyjna-negocjacje piratéw

Bosman: (gniewnie) Ty tchérzu! Stracisz jedyna szanse na lepsze
zyciel

Kapitan: (z triumfem) Dobrze, ze masz rozum, chtopcze.
Pamietaj, lojalnos¢ zawsze poptaca. (odwraca sie do Bosmana) A
ty, Bosmanie, za bunt odpowiesz. Do kajuty z nim!

Marynarz: (do siebie, z nuta smutku) A moze jednak lojalnos¢ ma
swoja cene...

Bosman: (odprowadzany przez Marynarza, z ironig) Zobaczymy,
mtody, czy lojalnos¢ cie nakarmi, kiedy nadejdzie burza...

Kurtyna.
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Model matematyczny

Gra koalicyjna to para (N, v) postaci:
e N:={1,2,...,n} zbiér graczy;
o 2N jest zbiorem koalicji i kazdy S C N jest koalicja:
o () jest pusta koalicja;
o N jest Wielka Koalicja,
o v: 2N+ R, gdzie v(()) = 0 jest nazywana funkcja
charakterystyczna.

Interpretacja

Dla koalicji S € N, v(S) oznacza wielkos$¢ jaka wspétpracujacy ze
soba gracze ze zbioru S moga osiagna¢ razem.
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Model matematyczny

Czesto zaktadamy, ze gra (N, v) jest superaddytywna, zatem dla
dowolnych koalicji S; c NiS; C N, S1 NS, =0,

v(51US2) > v(S1) + v(S2),
zatem taczenie koalicji nigdy nie zaszkodzi.

Dygresja

W zyciu nie kazda gra zyskuje na wspotpracy - matzonka narcyza
predzej poczuje gorycz, niz rado$¢ z wejécia z nim w matzenska
koalicje. To przyktad gry ktéra nie jest superaddytywna.
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Model matematyczny

Przyktad podziatu dolara i piratéw pokazuje, ze jedna gra
kooperacyjna (N, v) reprezentuje wiele réznych modeli

@ Przyjaciele w podziale dolara nie sa w stanie dogadac sie co do
podziatu;

@ Piraci szybko dogadali sie do podziatu, bo uczestnicy réznili sie
przywilejami.

v
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Model matematyczny

e Jak podzieli¢ wyptaty miedzy graczami;
e Jak sformalizowa¢ ich site i wktad w potencjalna koalicje;

e Zatem jak ustali¢ wektor podziatu wyptat (xi, x2, ..., x,) majac
na wzgledzie rézne mozliwosci wejscia w koalicje:
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Podziat wyptat (x1, x2, ..., Xp) nazywamy alokacja jesli spetnia

zasade efektywnosci:
n
Zx,- =v(N),
i=1

oraz x; > 0 dla wszystkich i = 1,2, ..., n.

Podziat wyptat (x1, x2, ..., X,) nazywamy imputacja jesli spetnia
ponizsze zasady:

n
o Efektywnos¢: > x; = v(N);
i=1

o Indywidualna racjonalnosé: x; > v({i}) dla wszystkich i.
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Definicje

Uwaga o imputacji

Jesli gracze tworza Wielka Koalicje i podziat bedzie imputacja to

o Pojedynczy gracz nie wyjdzie z Wielkiej Koalicji jesli podziat
bedzie imputacja: w podziale dolara, przyjaciele odbijali sie
miedzy réznymi imputacjami, lecz parami wychodzili z
wczesniejszych koalicji;

o Grupa graczy moze wyjs¢ z koalicji i stworzy¢ mniejsze: w
podziale dolara, dwie osoby zrywaty wczesniejsze warunki;

@ W sensie indywidualnej racjonalnosci, Imputacja przypomina
rownowage Nasha;

@ A co zrobi¢, zeby nie tworzyty sie mniejsze koalicje?
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Rdzeniem nazywamy zbiér imputacji (x1, x2, ..., x,) € R" dla
ktérych
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Twierdzenie

Twierdzenie

Niech (N, v) bedzie gra i zaté6zmy, ze rdzen jest niepusty. Niech
S CN. Jesli S = {i, ..., i} to nie istnieje zaden podziat dobra,

/ / / .
(x5 X5, ...,x,-k) taka, ze
/ / ! o
° Xi +xj,+ ...+ x =v(S)
o oraz x; > x; dla wszystkich j =1, ..., k oraz x; > x;, .
J Jo

Innymi stowy, Nie ma koalicji wtasciwej S C N dla ktérej nikt nie
straci, a jeden z uczestnikéw zyska.
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Twierdzenie

Dowoéd
Niech (x1, x2, ..., x,) nalezy do rdzenia. Wezmy (nie wprost)
dowolna imputacje wewnatrz koalicji S = {i1, ..., ik}, (Xj, - X7 )
dla ktérej

Xy +xi, ..+ x;, = v(S),

oraz x;; < x{j dlaj=1,2, ...,k oraz x;, < x;_(bez straty ogélnosci).
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Twierdzenie

Z warunku rdzenia jednak

v(S) < Xy + Xip + ... + Xi,s
oraz z poprzedniego slajdu

Xy +xi, 4.+ x;, = v(S).

Stad
/

Xy + Xp, + ...+ X, EX,{1+X,{2+---+X,',<-

To przeczy warunkowi, ze x;; < x{j dlaj=1,2,....k oraz x; < x; .
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Definicje

Uwaga

Gdy funkcje charakterystyczna gry piratéw podzielimy przez n, gra
bedzie miata identyczna funkcje charakterystyczna v(-). Sa jednak
subtelne réznice w okolicznosciach.

@ Adam, Bob i Charlie sa réwnorzednymi graczami i ciezko byto
im wymusi¢ stabilna imputacje; Kazda koalicja byta tak
samo wykonalna.

@ Przywilej kapitana spowodowat, ze mégt wymusi¢ korzystna
dla siebie imputacje, a bosmana przywilej w pewnym sensie
zgubit. Koalicja bosmana z marynarzem byfa
niewykonalna.
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Przyktad

@ Imputacje: poniewaz w obu przypadkach
v(l)=v(2) =v(3) =0ir(1,2,3) = 1 podziat dolara i piraci
maja te same imputacje, ktére obejmuja zbiér

{(x1,x2,x3) € RZ,Xl >0, >0,x3 >0,x1 +x +x3 =1}.

@ Rdzen jest pusty: gdyby tak nie byto to

X1+ x2 + x3 = 1(1,2,3)=1
X1+ x2 > v(1,2)=1
X2 + X3 > v(2,3)=1,
X1+ X3 > V(173) =1
x1 >v(l)=0

x > v(2),

x3 > v(3) =0.

Dodajac stronami druga, trzecia i czwarta nieréwnosc¢ i dzielac
stronami mamy x; + x2 + x3 > 3/2 co przeczy pierwszemu
réwnaniu. Rdzen jest pusty.
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Przyktad - podziat dolara

Zotty tréjkat to zbiér imputacji, a Adam, Ben i Charlie wedrowali
po tréjkacie odbijajac sie od sciany do sciany.
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Przyktad

W czasie katastrofy na w ratowanie ludzi angazuje sie 3
ratownikéw: medyk M, kierowca K i inzynier I. Ich celem jest
uratowac jak najwiecej oséb. Funkcja charakterystyczna koalicji ma
postac¢ tabelki:

lle 0séb ocali

M 10
K 5

I 8

MK | 20
Kl 25
Kl 15
MKI | 35
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Przyktad

Zatem szukajac rdzenia zapewnimy alokacje spetniajaca:

((x1+x0+x3 =35
x1+ x > 20 dodaje stronami x3
X + x3 > 25 dodaje stronami x;

x1+x3>15 dodaje stronami x;

X1 Z 10

X2 > 5

x3 > 8.

Korzystajac z réwnania pierwszego, drugie trzecie i czwarte
réwnanie ma postac

35 > x3 4+ 20
35> x,+ 25
35> x3 + 15
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Przyktad

X1+X2+X3:35

10<x3 <20
5<x <10
8§X3§15.
Stad
x1+x2+x3 =35 x1+x+x3 =235
10<x3 <20 N 10<x <20
5<x <10 5<x <10
8 <35 —x3 —x <15. 17 < x1 + x0 < 20.
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Przyktad

Rdzen to wycinek ptaszczyzny o réwnaniu x; + x» + x3 = 35,
ktérem rzutem na (xi, x2) jest réwnolegtobok o bokach
(7,10), (12,5), (15,5), (10, 10).
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