Gry o sumie niezerowe;
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Wyktady



Gra o sumie niezerowej

Gra

0 sume niezerowej jest zdefiniowana w nastepujacy sposob:
Gracz 1 ma do wyboru m mozliwych strategii, ktére
ponumerujemy X := {1,2, ..., m};

Gracz 2 ma do wyboru n mozliwych strategii, ktére
ponumerujemy Y := {1,2, ..., n};

Gracz 1 wybiera strategie i € X, agracz2j €Y,

W zaleznosci od strategii i dla gracza 1 i/ dla gracza 2,
gracz 1 otrzymuje wyptate aj;, a gracz 2 otrzymuje b;; gdzie
ajj jest elementem A, macierzy wypftat dla gracza 1, a b;;
jest elementem B, macierza wyptat dla gracza 2:

Wyktady



Gra o zumie niezerowe;

@ Macierz wyptat dla gracza 1:
Wybér gracza 2

ail a2 ... an

) d21 a2 ... azp
Wybér graczal A =

dml dm2 .- dmn

e Macierz wyptat dla gracza 2:
Wybér gracza 2

. by b ... bag
Wybér graczal B = , , _ )
| bml bm2 cee bmn |

@ Gre o sumie niezerowej mozna zdefiniowa¢ przy pomocy dwéch
macierzy tego samego rozmiaru, wiec bedziemy nazywac ja gre
dwumacierzowa.

Wyktady



Gra o zumie niezerowe;

e Gracz 1 i gracz 2 znaja swoje zbiory strategii i zbiory strategii
przeciwnika, oraz cele przeciwnika;

@ Obaj gracze czynnie uczestnia w grze, przy czym ich cele sa
nie musza by¢ przeciwstawne, ale nie sa zbiezne. Gracz 1
stara sie maksymalizowa¢ wyptate z macierzy A, a gracz 2,
maksymalizowaé wyptate z macierzy B.

@ Gre o sumie niezerowej to szczegélny przypadek gry o sumie
niezerowej, gdy B = —A;
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Gra o sumie niezerowej

Definicja-dominacja strategii

@ Dla gracza 1, Strategia iy dominuje strategie i jesli
aj, j > aj,j dla wszystkich j =1,2,...,n

oraz
aj, jo > aijo dla pewnego jo =1,2,...,n.

o Dla gracza 2, Strategia j; dominuje strategie jo jesli
bij > b;ij, dla wszystkich i =1,2,...,m

oraz
bi, i > bi,j, dla pewnego ip =1,2,..., m.

Strategie, ktére nie sa zdominowane przez zadne inne nazywamy
Pareto-optymalnymi.
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Gra o sumie niezerowej

Uwagi o dominagji strategii

@ Zaréwno gracz 1 i gracz 2 nigdy nie wybierze strategii
zdominowanej przez jakakolwiek inna. Oboje wybiora strategie
Pareto-optymalne dla siebie;

@ Poniewaz kazdy gracz domysla sie, ze przeciwnik nie wybierze
strategii zdominowanej przez jakakolwiek inna, wiec bedzie
eliminowat poszczegélne warianty.
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Gra o sumie niezerowej

Przyktad

Pan Antek i pan Bronek graja w gre o sumie niezerowej z
macierzami wyptat

o N =
O O W
= NN
= =

1201
A=|223 1|, B=
400 1
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Gra o sumie niezerowej

Przyktad C.D

@ Pan Antek skresla strategie zdominowane:

(1 2 ¢ 1]
A=12 2 31
|4 00 1

@ Pan Bronek skresla swoje strategie zdominowane:

o O W
= NN

> »
B=| 2 1.
_¢ 1_

@ Rywale domyslaja sie, ze przeciwnicy nie beda stosowaé
strategii zdominowanych.
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Gra o sumie niezerowej

Przyktad-C.D.

@ Pan Antek skresla réwniez strategie zdominowane przeciwnika:

1291
A=|2 2 31
4001

@ Pan Bronek skresla swoje strategie zdominowane przeciwnika:

1321
B=|2 021
g o111

@ Rywale domyslaja sie, ze przeciwnicy nie beda stosowa¢
strategii zdominowanych, wiec gra sie uproscifa.

Wyktady




Gra o sumie niezerowej

Przyktad-C.D.

@ Pan Antek ma macierz postaci:

X X X X
A= X 2 3 X
X 0 0 X
@ Pan Bronek ma macierz postaci:
X X X X
B=| X 0 2 X
X 0 1 X

@ Rywale domyslaja sie, ze przeciwnicy nie beda stosowaé
strategii zdominowanych, wiec gra sie uproscita. Mozna ja
jeszcze bardziej uproscic.
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Gra o sumie niezerowej

Przyktad

@ Pan Antek skresla swoje strategie zdominowane w
uproszczonej podgrze:

A =

X X X
X X X

X X
2 3
g9

o skresla swoje strategie zdominowane w uproszczonej podgrze:

X X X X
B_| X ¢# 2 X
X ¢ 1 X

@ Rywale domyslaja sie, ze przeciwnicy nie beda stosowaé
strategii zdominowanych, wiec gra sie zdegenerowata.
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Gra o sumie niezerowej

Przyktad

@ Pan Antek ma zdegenerowana macierz gry:

X X X X
A= X X 3 X |;
X X X X

Wybierze wiersz nr 2 i wie, ze rywal wybierze kolumne nr 3 i
otrzyma wtedy 3.

@ Pan Bronek ma zdegenerowana macierz gry:

X X X X
B=| X X 2 X
X X X X

Woybierze kolumne nr 3 i wie, ze rywal wybierze wiersz nr 2 i
otrzyma wtedy 2.

Wyktady




Gra o sumie niezerowej

Przyktad

Pan Antoni i pan Bronek graja w gre dwumacierzowa o macierzy
wyptat A i odpowiednio B, gdzie

1111 1211
A=|0223]|, B=|120 3
2 30 3 2 210

@ Pan Antoni zignorowat macierz rywala i zachowat sie jak w
grze o sumie zerowej. Zatem wybrat wiersz nr 1, ktéry daje
mu 1.

@ Pan Bronek jednak zaczat eliminowaé swoje strategie
zdominowane i wykluczyt strategie nr 1 i 3, wiec rozwaza tylko
strategie nr 2 i 4.
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Gra o sumie niezerowej

Przyktad C.D.

Pan Bronek wybierze wiec albo 2 albo 4, wiec pan Antoni wybrat
najgorsza mozliwa strategie:

1111
A=|90 2 23
730 3

W grze o sumie niezerowej nie nalezy wiec zaktada¢, ze przeciwnik
bedzie nastawiony antagonistycznie. Przeciwnik dazy do
maksymalizacji wtasnych zyskéw, a tee czasami sa mozliwe do
pogodzenia.
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Gry o sumie niezerowe;

Przyktad C.D.

Pan Antoni nic nie skresla, ale pan Bronek skresla strategie 1 i 3:

1211
, B=|12¢ 3
2210

O N =
W W =

Tym razem pan Antoni jest wiadomy potencjalnego wyboru pana
Bronka.
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Gry o sumie niezerowe;

Przyktad

Tym razem pan Antoni jest Wwiadomy potencjalnego wyboru pana
Bronka i bierze to pod uwage:

111711 1211
A=|0 22 3| B=|122¢3
2 390 3 72210

Teraz pan Antoni skresla wiersz 1 i 2, wiec pan Bronek bierze to
pod uwage.
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Gry o sumie niezerowe;

Przyktad

Gra ma uproszczona postac:

1111 1211
A=|0 22 3|, B=|1Z2 0 3
7 303 2 210

Pan Bronek skresli wiec strategie nr 4, wiec gra jest zdegenerowana.
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Gry o sumie niezerowe;

Gra ma uproszczona postac:
I rrt I 211
A= |0 2 23|, B=|1 2 0 3
7393 2219

Pan Antoni wybierze wiec strategie nr 3 i otrzyma 3, a pan Bronek
wybierze strategie nr 2 i otrzyma 2.

Wyktady



Rozszerzona gra o sumie niezerowe]

@ Rozpatrzmy gre o sumie niezerowej o macierzach A € R™*" j
B E Rmxn.
@ Przypusémy , ze gracze moga wybiera¢ strategie losowo,

zatem:
o Zbiér strategii dla gracza 1:

m
1= {(p1, B2, m) € R™ : u; > 0,dla wszystkich i, oraz Z/,L,- =1},
i=1

o Zbiér strategii dla gracza 2:

n
J:={(v1,v2,-..,vn) ER": vj > 0, dla wszystkich j, oraz Zuj =1}.
i1

o Gdy gracz 1 wybierze 1 € | i gracz 2 wybierze v € J, wtedy
oczekiwana wyptata dla gracza 1 i odpowiednio gracza 2
Wynosi:

m n m n
wy(p, v) = ZZa;ju,-uj, oraz  wa(u,v) = Zzbij“il’i'

i—1j-1 i—1j-1
o Powyzsza gre nazywamy gre rozszerzona.
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Rozszerzona gra o sumie niezerowe]

Strategie postaci

i-ta pozycja

m wspétrzednych

oraz

j-ta pozycja

n wspotrzednych

nazywamy strategiami czystymi. Pozostate strategie nazywamy
strategiami zrandomizowanymi. Strategie czyste i
zarandomizowane nazywamy ogdlnie strategiami mieszanymi.
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Rozszerzona gra o sumie niezerowe]

Oznaczenie

Tak jak w grach o sumie zerowej mamy utozsamienia

i€e{l,2,...m}—eecl oraz je{l,2,..,n}—ecJ
w zwiazku z tym oznaczamy

wi(i, p) == wa(ei,v) oraz  wo(u,j) = wo(p, €).

Wyktady



Operator "argmax’”

Definicja-operator "argmax’”

Dla funcji f : X — R definiujemy

arg max f(x):={x € X : f(x) > f(x'), dla wszystkich x' € X}.
x€

Wyktady



WHtasnosci operatora "argmax’

Twierdzenie o zwartosci "argmax”

Jesli X jest zwartym podzbiorem pewnej przestrzenii topologicznej,
af: X — R jest funkcja ciagta, to

argmax f(x) #

xeX

i jest to réwniez zbiér zwarty;

Wyktady



WHtasnosci operatora "argmax’

Dowéd gdy (X, d) jest przestrzenia metryczna zwarta

Jest to Twierdzenie Bolzano-Weierstrassa.
Pokazemy, ze f(x) jest ograniczona na X.

@ Zatézmy, ze tak nie jest i istnieje ciag (x,)0; z X dla ktérego
f(xn) > n dla wszystkich n;

@ Ale X jest przestrzenia metryczna zwarta, stad wybierzemy
podciag zbiezny x,, — x* dla k — oo;

@ Z ciagtosci z jednej strony f(x,, ) — f(x*), a z drugiej strony
f(xn,) — 00, co oznacza, ze f(x*) = 0o, co jest niemozliwe;

@ Zatem f jest ograniczona.

Wyktady



WHtasnosci operatora "argmax’

Dowéd C.D.

Pokazemy, ze f(x) osiaga maksimum na X.

@ Zatézmy, ze tak nie jest i niech M = sup f(x) i f(x) < M dla
xeX
wszystkich x € X;

o Wtedy ¢(x) = M%f(x) jest réwniez ciagta, wiec z poprzedniej
czesci, ograniczona przez pewna liczbe K, czyli

¢(x) <K

dla wszystkich x € X.
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WHtasnosci operatora "argmax’

Dowdéd C.D.

@ Po przeksztatceniach, daje to jednak

f(x) <M-— %, dla wszystkich x € X;

@ Przeczy to zatozeniu, ze M jest supremum f (najmniejsze
ograniczenie funkcji f z géry), czyli M = f(x*) dla pewnego
x* e X.

Wyktady



WHtasnosci operatora "argmax’

Dowdéd C.D.

Pokazalismy zatem, ze arg max f(x) # 0. Wykazemy, ze jest to
zbiér zwarty. i
e Ze zwartosci (X, d), wystarczy wykazac, ze arg rpea;é f(x) jest
domknietym podzbiorem X;
e Zatézmy, ze (xp)52; jest ciagiem elementéw z arg max f(x),
oraz x, — x*;
@ Zatem dla dowolnego x” € X, f(x,) > f(x’), a po przejsciu do
granicy z n — oo, f(x*) > f(x);
@ Poniewaz x’ jest dowolny, x* € arg mea)><< f(x) zatem
arg maxyex f(x) jest zbiorem domk)r;ietym, a wiec i zwartym
podzbiorem X.

Wyktady



WHtasnosci operatora "argmax’

Twierdzenie o wypuktosci "argmax’”

Jesli X jest wypuktym podzbiorem pewnej przestrzenii liniowej, a
f: X — R jest funkcja wypukta, to arg max f(x) jest réwniez
IS

zbiorem wypuktym.

Wyktady



WHtasnosci operatora "argmax’

o Jesdli arg max f(x) = 0, wtedy oczywiscie jest wypukty, wiec
PSS

zatézmy, ze arg max f(x) # () i wybierzmy z arg max f(x) dwa
xeX xeX
elementy x1, x> oraz liczbe a € (0, 1);

o Wezmy dowolny element x’ € X. Wtedy f(x;) > f(x’) oraz
f(x2) > f(X');

@ Z wklestosci f mamy:

f(1—a)xq+ax) >
> (1-a)f(X)+af(X) = f(X);

@ Z dowolnosci X' € X, (1 — a)x1 + axy € arg max f(x);
PSS

@ Zatem argmax f(x) jest wypukty.
xeX
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Funkcje najlepszych odpowiedzi

Definicja- funkcja najlepszych odpowiedzi

Dla wszystkich i € | oraz v € J definiujemy funkcje najlepszych
odpowiedzi dla gracza 1 jako

BRy(v) := arg max wy (1, )
wel

i dla gracza 2 jako

BRy (1) := arg max wa(p, v').
v'ed
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Funkcje najlepszych odpowiedzi

Pamietajac o identyfikacji
i€{l,2,...m}— e €l,

oraz
je{l,2,..,n}— e €,
sformutujemy ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie o nosniku

Niech p € I i v € J. Zachodza ponizsze warunki:
(i) u € BRi(v) wtedy i tylko wtedy gdy dla wszystkich /, dla
ktorych p; > 0 zachodzi i € BRi(v);
(i) v € BRy(v) wtedy i tylko wtedy gdy dla wszystich j, dla
ktérych v > 0 zachodzi j € BRy(1);

Wyktady



Funkcje najlepszych odpowiedzi

Udowodnimy tylko (i), bo dowéd dla (ii) jest identyczny.
@ Niech i € BRy(v) oraz uj > 0. Wtedy

wi(p,v) = > ppwa(i’,v).

@ Wida¢, ze wy (i, u) = wa(i’’, p) o ile pjr > 0oraz pjy > 0. Gdyby tak nie byto i zaszto

wi(i’,v) < wa(i'’, v),
to mieliby$my réwniez ,
wa(p, v) < wa(v',v)

dla u'f, =0, u'.’,, = v+ Vi, u,f := v; poza tym, co przeczytoby zatozeniu pu € BRy(v);

@ Zatem, jesli uj > 0 to

wi(p,v) = wa(i,v) = wi(ej,v), czyli i€ BRy(v).

Wyktady



Funkcje najlepszych odpowiedzi

Dowéd C.D.

@ Niech teraz z warunu p; > 0 wynika i € BRy(v).
@ Wtedy dla i takich, ze pj > 0 zachodzi

wa (i, p) = maxwa(p', v).
pel
@ Zatem

m
wi(p,v) = > ppwali’,v)
=
./
= S pwprwali’,v)
u,-/>0

= 2wy maxwa(u,v)
uy>o M€

=  maxwa(y,v)
mevera((’s 2k

@ Cazyli u € BR1(v).

Wyktady



Funkcje najlepszych odpowiedzi

Dla podzbioru A przestrzenii liniowej V' conv(A) nazywamy
najmniejszy zbiér wypukty zawierajacy A.

Niech k,m € N. Dla V = Rk,

m m
conv({V1, Va, ..., Vm}) = {Za,v, f0s > 0,Vem12,mr D 0s = 1} .

s=1 s=1

Wyktady



Funkcje najlepszych odpowiedzi

Twierdzenie o postaci funkgcji najlepszych odpowiedzi

Dla wszystkich p € | oraz v € J mamy
BRi(v) = conv{i=1,...,m: i€ BRi(v)},

oraz

BRy(v) = conv{j =1,...n:j € BRy()}.

Wyktady



Funkcje najlepszych odpowiedzi

@ Z twierdzenia o nosniku wiemy, ze jesli p € BRy(v), to
wa(p, v) = wa(i,v)

dla wszystkich i dla ktérych i € BRy(v);
@ Wiemy réwniez, ze jesli pu; > 0 to i € BRy(v);

BRy(v) C conv{i=1,....,m:i € BRy(v)};

@ Sprawdzamy, ze conv{i =1,...,m: i € BR1(v)} C BR1(v).

@ Zatem, wezmy dowolny p/ € I dla ktérego zachodzi implikacja
ui>0= i€ BRyi(v).

Mamy wiec:

m m
wa(p/,v) = > wpwa(i,v) = 3 phwa(p, v) = wa(p, v).
i=1 i=1

Zatem u’ € BRy(v), czyli

conv{i=1,...,m:i € BRi(v)} C BRy(v).

Wyktady



Przyktad. Wojna pfci.

Gdzie spedzi¢ wakacje, na wsi, czy na plazy?

Rysunek: Wies$ czy plaza?

Wyktady



Wojna pfici

Przyktad-wojna ptci

Statystycznie single wola spedza¢ wakacje na plazy, a singielki na
wsi. Jednak obie strony chciatyby spotka¢ wymarzonego partnera,
rozwazajac wyjazd w mniej preferowane miejsce. Gre opiszemy w
postaci dwumacierzowej:

Wyktady



Wojna pfici

Przyktad C.D.

@ Macierz wyptat dla singla:

Wybor
singielki: Wies/Plaza

Wybor singla: Wies/Plaza A = [ g g ]

@ Macierz wyptat dla singielki:
Wybér
singielki: Wies/Plaza

Wybér singla: Wie§/Plaza B = { g 2 ]

Wyktady



Przyktad C.

Przyktadowo, gdy 90% singielek spedza czas na wsi i w 10% na plazy, co daje v = (9/10, 1/10).

@ Wyprawa na wies daje singlowi oczekiwana wyptate postaci:

9 1
w1(1,u):4*5+0*5:36,

@ Wyprawa na plaze daje mu wyptate:
(2,v)=0 ° +5 ! 0.5 < wy(1,v)
w: v) =0 — * — = 0. w: v
1\<, 10 10 (L, )

czyli z postaci funkcji najlepszych odpowiedzi mamy BRy(v) = {1} = BRy({WIES}).

@ Taki stan rzeczy nie potrwa zbyt dtugo, bo z czasem wszyscy single zrezygnuja z pobytu na plazy
na rzecz wsi, a singieli zostana zostana na wsi i na plazy nie bedzie singli.

@ Czy taki stan musi trwaé? Zalezy od stanu poczatkowego.

Wyktady



Wojna pfici

Przyktad C.D.

lle procent singielek spedzi czas na wsi, a ile na plazy, zeby singlom
byto obojetnie gdzie spedza czas? Niech v = (y,1 — y).
@ Poszukanie partnerki na wsi daje singlowi oczekiwana wyptate

postaci:
wi(l,v) = 4y,

@ Poszukanie partnerki na plazy daje wyptate:
wi(2,v) =5(1 —y);
Zatem dla y = 3, co odpowiada v = (3, 5), singlom bedzie
obojetnie, czy spedza czas na plazy, czy na wsi;
o Zatem, gdy 3 * 100% = 55.6% singielek spedzi czas na wsi, a

pozostate g * 100% = 44.5% singielek na plazy, singlom bedzie
obojetnie gdzie spedza czas.

Wyktady




Wojna pfici

Przyktad C.D.

lle procent chtopcéw spedzi czas na wsi, a ile na plazy, zeby
singielkom byto obojetnie gdzie spedza czas. Niech p = (x,1 — x).
@ Poszukiwanie partnera na wsi daje singielce oczekiwana
wyptate postaci:
wi(1,v) = bx,

@ Poszukiwanie partnera na plazy daje singielce oczekiwana
wyptate postaci:
W1(27 V) = 4(1 - X);
Zatem dla x = 5, co odpowiada v = (3, 3), singielkom bedzie
obojetnie, czy spedza czas na plazy, czy na wsi;
e Zatem, gdy g * 100% = 45.6% singli spedzi czas na wsi, a

pozostate g * 100% =~ 55.6% singli na plazy, singielkom bedzie
obojetnie gdzie spedza czas.

Wyktady



Wojna pfici

Przyktad C

Podsumowanie w tabelce.

Wypoczynek na wsi Wypoczynek na plazy
Single 45.6% 55.4%
Singielki 55.4% 45.6%

@ Ta sytuacja jest stabilna, bo ani single ani singielki nie maja zachety, zeby zmienié swéj sposéb
wypoczynku;

@ Na plazy jest wiecej singli niz singielek, co powoduje, ze na plazy wielu singli zostanie bez pary;

@ Na wsi jest wiecej singielek niz singli, co powoduje, ze na wsi wiele singielek zostanie bez pary;

@ Wybér preferencji miejsca tez ma znaczenie;

@ W jezyku teorii gier, u € BRy(v), v € BRz(u), oraz

BRy(v) = conv{1l,2}, oraz BRa2(u) = conv{l,?2}.
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